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هتغیر، چٌذ یب دٍ ثررسی در 
 از ّب آى ثیي هشخص ارتجبط
 اهب .است ثرخَردار خبصی اّویت

 از ّب هتغیر ّوِ یب یىی ٌّگبهیىِ
 راثطِ دیگر ثبشذ، پیشب فرآیٌذ ًَع

 ًخَاّذ ٍجَد ّب آى ثیي ٍاحذی
 یه از خبصی همذار ثرای ٍ داشت
 همذار چٌذیي ٍجَد اهىبى هتغیر
 .ثبشذ هی دیگر هتغیر ثرای

 دیذگبُ از ثبیذ هَضَع ثٌبثرایي
 از استفبدُ ثب ٍ احتوبلات ٍ آهبر

 ٍ ثررسی پیشب ّبی فرآیٌذ تئَری
 ّب آى ارتجبط ٍ ّوجستگی هیساى
 .شَد تؼییي
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 (شىل ولی)تبثغ خَد ّوجستگی 
Auto-Correlation Function 

4 

فرآیٌذ در ثذاًین ثخَاّین اگر X، 
  زهبى ٍ 𝑡1 زهبى ثیي ارتجبطی چِ
𝑡2 ػولگر دارد، ٍجَد E (هیبًگیي 

 ّبی ًوًَِ ضرة ثِ را (هجوَع
 فرآیٌذ در ّب زهبى ایي ثِ هرثَط
  :دیگر ػجبرت ثِ .وٌین هی اػوبل

𝑅𝑋𝑋 = 𝑅𝑋 𝑡1, 𝑡2 = 𝑅𝑋 𝑡, 𝜏
= 𝐸 𝑋 𝑡1 𝑋 𝑡2

=
1

𝑛
 𝑥𝑖(𝑡1)𝑥𝑖(𝑡2)

𝑛

𝑖=1

 

 وِ

𝜏 = 𝑡2 − 𝑡1   

است هبًب فرآیٌذ وٌین فرض اگر:   
𝑅𝑋𝑋 = 𝑅𝑋(𝜏) 

ولی، حبلت در تبثغ، ایي ولی شىل 
 ثِ ًرهبل ٍ هبًب فرآیٌذ یه ثرای

 .است رٍثرٍ صَرت
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𝐸 𝑋2  lim
𝜏 0

𝑅𝑋(𝜏) = 𝐸[𝑋2] 
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 زلسلِ( هجوَػِ)تبثغ خَد ّوجستگی 
(Ensemble) Auto-Correlation Function 
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𝑡1 = 5 𝑠𝑒𝑐 

شذت ثِ زلسلِ وِ داًستین 
 ّبی ٍیصگی یؼٌی .است ًبهبًب

 زهبى ثِ ٍاثستِ آى احتوبلاتی
 زهبى اًتخبة ثب ثٌبثرایي .است
 ًوَدارّبی آى از هتفبٍتی ّبی

 خَد تبثغ ثرای هتفبٍتی
 .آیذ هی دست ثِ ّوجستگی

 فرض تَاى هی ولی، حبلت در
 ًبحیِ در زلسلِ فرآیٌذ ورد

 .است هبًب لَی، حروت
 زهبى اًتخبة ثب ثٌبثرایي
 شىل ًبحیِ ایي در اًتخبثی

 ّوجستگی خَد تبثغ ولی
 در تبثغ ایي ولی شىل ّوبًٌذ
 اسلایذ) ثَد خَاّذ هبًب حبلت
 .!(لجل

 در هحذٍدُ حروت لَی
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 زلسلِ( هجوَػِ)تبثغ خَد ّوجستگی 
(Ensemble) Auto-Correlation Function 
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از اًتخبثی زهبى وِ حبلتی در 
 حروت هحذٍدُ از غیر ًَاحی

 شىل ایي شَد، اًتخبة لَی
 رٍثرٍ، شىل ّوبًٌذ ولی،

   .شذ ًخَاّذ رػبیت

ِتَج: 

𝜏 اختلاف ثلىِ ًیست، زهبى 

 .است ثرداری ًوًَِ زهبى

𝑡1 = 0.5 𝑠𝑒𝑐 در هحذٍدُ حروت ضؼیف 
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 زلسلِ( هجوَػِ)تبثغ خَد ّوجستگی 
(Ensemble) Auto-Correlation Function 
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تبثغ ًوَدار زیر شىل 
 هَلفِ 10 ثیي خَدّوجستگی

 را شذُ اصلاح شتبثٌگبشت
 وِ ّوبًطَر .دّذ هی ًشبى

 Rx ًوَدار شَد، هی هلاحظِ
 هتفبٍت ّبی (t) زهبى در

 خَد ثِ را هتفبٍتی وبهلاً شىل
 ثر دلیلی ایي وِ گیرد، هی

 .است زلسلِ ًبهبًبیی
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 تبثغ خَد ّوجستگی هَضؼی زلسلِ
Temporal Auto-Correlation Function 
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ثیي ّوجستگی ثیبًگر تبثغ ایي 
 فرآیٌذ از ًوًَِ یه همبدیر

   :دیگر ػجبرت ثِ .ثبشذ هی پیشب

𝜑𝑥 𝜏 =
1

𝑚
 𝑥𝑖 𝑡1 𝑥𝑖 𝑡2

𝑚

𝑖=1

 

ٍاثستِ زهبى ثِ تبثغ ایي 
 یه ثِ هرثَط چَى ًیست،
 یه ًِ ٍ است فرآیٌذ از ًوًَِ

 .فرآیٌذ

 tهستمل از زهبى 

 .چَى رٍی زهبى جوغ ثستِ هی شَد
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 زلسلِ( هجوَػِ)تبثغ خَد ّوجستگی : وذ هتلت
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 شتبثٌگبشت را در  5تؼذادMatLab  خَاًذُ ٍ ثِ صَرت ستًَی در هتغیرX در اداهِ وذ زیر را ٍارد وردُ تب تبثغ . رخیرُ وٌیذ
 .تبیی هحبسجِ شَد 5خَد ّوجستگیِ ایي هجوَػِ 

 dt=0.005; t=0:dt:(length(X)-1)*dt; 

 E2=mean(X.^2,2);           %(Ensemble) Mean Square (Second Order Mean) 

 mm=length(X); 

 for i=1000                 %t1 

i دلت شَد وِ در حلمِ، ثِ جبی وبر ثب زهبى، ثب . در ًظر گرفتِ شذُ است( ثبًیِ) 5ایي زهبى ثراثر ثب . ثیبًگر زهبى اًتخبثی است
 (ثبًیِ 5;1000*0.005) .تؼذاد گبم زهبًی وبر هی وٌین

     for j=0:mm-i         %taw 

 ِّرچi (زهبى اًتخبثی ) ،ثٌبثرایي حذاوثر ثردار ووتر ثبشذ، لازم است حذاوثرِ اختلافِ زهبًی ثیشتر ثبشذj  ِثmm-i  ُهحذٍد شذ
 .است

 XX(j+1,:)=X(i,:).*X(i+j,:); 

،ِهمذار  در اٍلیي سیىل از حلمj ایي یؼٌی . صفر است ٍtaw ثٌبثرایي، . صفر در ًظر گرفتِ شذُ استE[X^2]  هحبسجِ هی
 .تغییر هی وٌذ ولثبًیِ ووتر از زهبى  5از صفر تب  jثبثت است ٍ همذار  iتَجِ شَد، وِ در ول حلمِ ّب . شَد

     end 

 end 

                  beheshtikhah@gmail.comهحوذ حسیي ثْشتی خَاُ

 ضرة ًوًَِ ّبی یه فرآیٌذ در دٍ زهبى هختلف
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 زلسلِ( هجوَػِ)ّوجستگی تبثغ خَد : وذ هتلت
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 RXX=mean(XX,2); 

 ػولگرE ثِ ضرة ًوًَِ ّب اػوبل هی شَد. 

 taw=0:dt:(mm-i)*dt; 

 تؼذاد درایِ ّبی هبتریسtaw  ثبیذ ثب تؼذاد درایِ ّبی هبتریسRXX ثراثر ثبشذ. 

 figure(3);plot(taw,RXX); 

 Sefr=E2(i)-RXX(1);           %Check Point 

ًهمذار ثیشتریي وردین، اثجبت لجلا RXX ثب ثراثر E[X^2] ،ثرای هَضَع ایي .ثبشذ صفر ثبیذ آًْب تفبضل ثٌبثرایي است 
 .است شذُ وٌترل وذًَیسی، صحتِ از اطویٌبى

 

 :تمرین

 .کنید استفاده همبستگی خود تابع محاسبه برای xcorr دستور از
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 (شىل ولی)تبثغ ّوجستگی هتمبطغ 
Cross-Correlation Function 

11 

فرآیٌذ ثذاًین ثخَاّین اگر X در 
  𝑡2 زهبى در Y فرآیٌذ ثب ٍ 𝑡1 زهبى

  E ػولگر دارد، ارتجبطی چِ
 ًوًَِ ضرة ثِ را (هجوَع هیبًگیي)

  در ّب زهبى ایي ثِ هرثَط ّبی
 ثِ .وٌین هی اػوبل X ٍ Y فرآیٌذ
   :دیگر ػجبرت

𝑅𝑋𝑌 = 𝑅𝑋𝑌 𝑡1, 𝑡2 = 𝑅𝑋 𝑡, 𝜏
= 𝐸 𝑋 𝑡1 𝑌 𝑡2

=
1

𝑛
 𝑥𝑖 𝑡1 𝑦𝑖(𝑡2)

𝑛

𝑖=1

 

𝜏 : ثرداری ًوًَِ زهبى اختلاف 

است هبًب فآیٌذ وٌین فرض اگر:   
𝑅𝑋𝑋 = 𝑅𝑋(𝜏) 

 شىل ایي تبثغ، در حبلت ولی، ثرای
یه فرآیٌذ هبًب ٍ ًرهبل ثِ صَرت 

 .رٍثرٍ است
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𝐸 𝑋𝑌  

lim
𝜏 0

𝑅𝑋𝑌(𝜏) = 𝐸[𝑋𝑌] 
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 (زلسلِ)تبثغ ّوجستگی هتمبطغ 
Cross-Correlation Function 
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𝑡1 = 5 𝑠𝑒𝑐 در هحذٍدُ حروت لَی 
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 (زلسلِ)تبثغ ّوجستگی هتمبطغ 
Cross-Correlation Function 
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𝑡1 = 0.5 𝑠𝑒𝑐 در هحذٍدُ حروت ضؼیف 
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 (زلسلِ)تبثغ ّوجستگی هتمبطغ 
Cross-Correlation Function 
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 تبثغ ّوجستگی هتمبطغ: وذ هتلت
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 ایي وذ ًیس ّوبًٌذ وذ لجلی ػول وردُ ثب ایي تفبٍت وِ فرآیٌذY  شتبثٌگبشت ستًَی هتفبٍت ثب  5یه هبتریس حبٍیX 
 .است

 dt=0.005; t=0:dt:(length(X)-1)*dt; 

 mm=length(X); 

 for i=1000                 %t1 

     for j=0:mm-i         %taw 

             XY(j+1,:)=X(i,:).*Y(i+j,:); 

     end 

 end 

 RXY=mean(XY,2); 

 taw=0:dt:(length(X)-i)*dt; 

 figure(4);plot(taw,RXY); 
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 :تمرین
 .کنید استفاده متقاطع همبستگی تابع محاسبه برای xcorr دستور از
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 تؼریف ضریت ّوجستگی
Correlation Coefficient 
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 ستِ خطی جدٍ فرآیٌذ ّو دٍ فرآیٌذ ًبثستِ  

هرتجط ّبی رٍش از یىی 
 رٍش فرآیٌذّب، سبختي
 هجوَع ًوَدى حذالل
 ّب آى ثیي اًحرافْبی هرثؼبت

 در رٍش ایي .ثبشذ هی
 ّوجستگی ضریت هحبسجِ
 .شذ خَاّذ استفبدُ

𝑋 𝑋 

𝑌 𝑌 
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 ضریت ّوجستگی خطی
Linear Correlation Coefficient 
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 ستِ خطی جدٍ فرآیٌذ ّو

X (ًجبهؼِ افراد لذ هثلا) ٍ Y (ًجبهؼِ افراد ٍزى هثلا) ٍد 
 X رٍی Y خطی رگرسیَى از استفبدُ ثب .ّستٌذ پیشب فرآیٌذ
  :دارین

 ًوًَِ یه ثرای خطب

 فرآیٌذ یه ثرای خطب

𝑌 = 𝑚𝑋 + 𝑏 
(𝑋𝑖 , 𝑌𝑖) 

𝑋 

𝑌 

∆𝑌
2= (𝑌 − 𝑌𝑖)

2 

𝐸[∆𝑌
2] = 𝐸[ 𝑚𝑋 + 𝑏 − 𝑌 2] 

𝜕𝐸

𝜕𝑚
= 2𝐸 𝑋 𝑚𝑋 + 𝑏 − 𝑌   

      = 𝑚𝐸 𝑋2 + 𝑏𝐸 𝑋 − 𝐸 𝑋𝑌 = 0 

𝜕𝐸

𝜕𝑏
= 2𝐸 𝑚𝑋 + 𝑏 − 𝑌  

      = 𝑚𝐸 𝑋 + 𝑏 − 𝐸 𝑌 = 0 
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 ضریت ّوجستگی خطی
Linear Correlation Coefficient 
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دارین هجَْل دٍ ٍ هؼبدلِ دٍ حل ثب: 

𝑏 = 𝐸 𝑌 −𝑚𝐸[𝑋]  

𝑚 =
𝐸 𝑋𝑌 − 𝐸 𝑋 𝐸[𝑌]

𝐸 𝑋2 − 𝐸[𝑋]2
=
𝐸[ 𝑋 − 𝑚𝑋 𝑌 −𝑚𝑌 ]

𝐸[ 𝑋 − 𝑚𝑋
2]

=
𝜎𝑋𝑌

𝜎𝑋𝑋
2 =

𝐶𝑜𝑣𝑋𝑌

𝜎𝑋𝑋
2  

𝑌 = 𝑚𝑋 + 𝑏 = 𝑚𝑋 + 𝐸 𝑌 −𝑚𝐸 𝑋 = 𝑚 𝑋 − 𝐸 𝑋 
𝑚𝑋

+ 𝐸 𝑌 
𝑚𝑌

  

𝑌 =
𝐸 𝑋 −𝑚𝑋 𝑌 −𝑚𝑌

𝐸 𝑋 −𝑚𝑋
2 𝑋 −𝑚𝑋 +𝑚𝑌 
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 ضریت ّوجستگی
Correlation Coefficient 
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𝑌 −𝑚𝑌

𝜎𝑌
 

ِوٌین هی ثؼذ ثذٍى را رگرسیَى راثط: 

 

 

 

 

 

 

وٌیذ اثجبت را زیر رٍاثط: 

 

𝑋 −𝑚𝑋

𝜎𝑋
 

𝜌𝑋𝑌 

1 

𝑌−𝑚𝑌

𝜎𝑌

بدون بعد

=
𝐸[ 𝑋−𝑚𝑋 𝑌−𝑚𝑌 ]

𝜎𝑋𝜎𝑌

𝜌𝑋𝑌

𝑋−𝑚𝑋

𝜎𝑋

بدون بعد

  

𝜌𝑋𝑌 =
𝐸 𝑋 −𝑚𝑋 𝑌 −𝑚𝑌

𝜎𝑋𝜎𝑌
=
𝐶𝑜𝑣𝑋𝑌
𝜎𝑋𝜎𝑌

 

یبدآٍری: 

 

 𝜌𝑋𝑌 = 1 ⇒ 𝐶𝑜𝑣𝑋𝑌 = 𝜎𝑋𝜎𝑌 

𝜌𝑋𝑌 = 0 ⇒ 𝐸 𝑋𝑌 = 𝑚𝑋𝑚𝑌 

−1 ≤ 𝜌𝑋𝑌 ≤ 1  𝜎𝑋
2 = 𝜎𝑋𝑋

2 = 𝐸 𝑋 −𝑚𝑋
2 = 𝑣𝑋   

𝐸 𝑋 −𝑚𝑋
2 = 𝐸 𝑋2 −𝑚𝑋

2  

𝑅.𝑀. 𝑆 = 𝐸[𝑋2]  

 ّوجستگی وبهل

 ثذٍى ّوجستگی

𝐸 𝑋𝑌 = 𝑅𝑋 𝑡, 𝜏  
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های احتمالاتی در فضای ویژگی 

 فرکانس
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 تبثغ چگبلی طیفی
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اگر :یبدآٍری X ثبشذ فرآیٌذ یه: 

 

 

 

 

فَریِ تجذیل تَاًین هی ًیس آى احتوبلاتی ّبی ٍیصگی از گیرین، هی فَریِ تجذیل فرآیٌذ یه از وِ ّوبًطَر 
 .ثگیرین

𝑋(𝑡)
    𝐹𝑇    

𝑋(𝜔) 

𝑋 𝜔 =  𝑋(𝑡)𝑒
𝑖𝜔𝑡𝑑𝑡

+∞

−∞

 

𝑅𝑋(𝜏)
    𝐹𝑇    

𝑆𝑋(𝜔)  

𝑅𝑋(𝜏) =  𝑆𝑋 𝜔 𝑒−𝑖𝜔𝜏𝑑𝜔
+∞

−∞

 

 تبثغ چگبلی طیفی

𝑆𝑋 𝜔 =  𝑅𝑋(𝜏)𝑒
𝑖𝜔𝜏𝑑𝜏

+∞

−∞

 

 در حبلت ولی هختلط است

 فروبًسی هحذٍدُ در فرآیٌذ یه از ووی تؼریف طیفی چگبلی
 ّبی فروبًس در فرآیٌذ شذت ٍ اّویت تغییرات، ثیبًگر ٍ است

 (است فَریِ طیف شجیِ) .است هتفبٍت

www.NoavaranGermi.ir



 خبصیت ّب
                  beheshtikhah@gmail.comهحوذ حسیي ثْشتی خَاُ 22

چَى :است زٍج خَدّوجستگی تبثغ 

 

،زیرا .است زٍج ٍ حمیمی تبثغ یه طیفی، چگبلی تبثغ ثٌبثرایي 

 

 

 

ثَخٌر تئَری طجك طیفی، چگبلی تبثغ (Bochner)، است هثجت. 

ثب ثراثر طیفی چگبلی تبثغ ًوَدار زیر سطح 𝐸[𝑋2] چَى .است 

 

 

ثتبثرایي ٍاحذ چگبلی طیفی ثراثر است ثب :
ٍاحذ هرثغ فرآیٌذ

 ٍاحذ فروبًس

چَى .ًیست زٍج هتمبطغ ّوجستگی تبثغ 

𝑅𝑋 𝜏 = 𝐸 𝑋 𝑡 
𝑡 −𝜏

𝑋 𝑡+𝜏

𝑡 

= 𝐸 𝑋 𝑡 𝑋 𝑡 −𝜏 = 𝑅𝑋 −𝜏   

𝑅𝑋𝑌 𝜏 = 𝐸 𝑋 𝑡 
𝑡 −𝜏

𝑌 𝑡+𝜏

𝑡 

= 𝐸 𝑌 𝑡 𝑋 𝑡 −𝜏 = 𝑅𝑌𝑋 −𝜏   

𝑆𝑋 𝜔 =  𝑅𝑋 𝜏 [𝑐𝑜𝑠𝜔𝜏 − 𝑖𝑠𝑖𝑛𝜔𝜏]𝑑𝜏
+∞

−∞

=  𝑅𝑋 𝜏 𝑐𝑜𝑠𝜔𝜏𝑑𝜏 + 𝑖  𝑅𝑋 𝜏

زوج

𝑠𝑖𝑛𝜔𝜏

فرد

𝑑𝜏
+∞

−∞

صفر

+∞

−∞

  

=  𝑅𝑋 𝜏 𝑐𝑜𝑠𝜔𝜏 𝑑𝜏 =
+∞

−∞

 𝑅𝑋 𝜏 cos −𝜔 𝜏𝑑𝜏 = 𝑆𝑋 −𝜔  
+∞

−∞

 

𝜏 = 0 ⇒ 𝑅𝑋 𝜏 = 0  =  𝑆𝑋 𝜔 𝑑𝜔 = 𝐸[𝑋2]
+∞

−∞

= 𝜎𝑋
2 +𝑚𝑋

2 = 2 𝑆𝑋 𝜔 𝑑𝜔
+∞

0
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یبدآٍری: 

 ّر ثرای است، هتٌبٍة تَاثغ ثرای اصل در فَریِ تئَری اگرچِ
 .است تؼوین لبثل ًیس هتٌبٍة غیر تبثغ

𝑅𝑥 𝜏 = −
𝜕2

𝜕𝜏2
𝑅𝑥(𝜏) 

𝑅𝑥 𝜏 = −
𝜕4

𝜕𝜏4
𝑅𝑥(𝜏) 

𝑆𝑥 𝜔 = 𝜔2𝑆𝑥(𝜔) 

𝑆𝑥 𝜔 = 𝜔4𝑆𝑥(𝜔) 

𝐸 𝑋2 =  𝑆𝑋 𝜔 𝑑𝜔
+∞

−∞

 

𝐸 𝑋 2 =  𝜔2𝑆𝑋 𝜔 𝑑𝜔
+∞

−∞

 

𝐸 𝑋 2 =  𝜔4𝑆𝑋 𝜔 𝑑𝜔
+∞

−∞
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ثرای 𝑆𝑋 𝜔 گرفت ًظر در ریبضی هذل تَاى هی.  

ّب هذل ایي از یىی whitenoise آى اصلی خصَصیت .است رٍثرٍ صَرت ثِ آى شىل وِ است سفیذ ًَفِ یب 
 .است فروبًس ثِ ٍاثستگی ػذم

 

 

 

 

 

ٍِلتی یؼٌی .ورد هذل سفیذ ًَفِ ثب تَاى هی را وبًَى در زلسل rupture توبم در زلسلِ اًرشی افتذ، هی اتفبق 
 .است ًگرفتِ صَرت آى رٍی خبن جبًت از فیلتری ّیچ ٌَّز چَى .شَد هی آزاد هیساى یه ثِ ّب فروبًس

 .شَد هی هَوَل آیٌذُ جلسبت ثِ هَضَع ایي شرح

𝜔 

𝑆𝑋 𝜔  

𝑆0 
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