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 چکیده

ها در یادگیری ارائه شد، بعنوان یکی از راه حل Vapnikکه توسط  (SVM)های بردار پشتیبان استفاده از ماشین 

که  Kernelهای خود را با استفاده از ترکیبی خطی از تابع پیشگویی SVMماشین و تشخیص الگو گسترش یافته است. 

روش ارائه شده توسط  دهد.کند، انجام میهای آموزشی با نام بردارهای پشتیبان عمل میای از دادهبر روی مجموعه

SVM های قابل مقایسه مانند روش باNeural Network باشد، تعلیم متفاوت میSVM نیمم سراسری را پیدا همواره می

ی منجر به یک مسئله SVMتعلیم  شود.آن مربوط می kernelبه مقدار زیادی به انتخاب  SVMهای یک کند. ویژگیمی

های عددی تواند با روشها میحل آن برای حجم زیادی از نمونهگردد که می از نوع مقید (QP)ی دوم ریزی درجهبرنامه

با نیاز  متناسبهای متعددی ارائه گردیده که روش ،سازیی بهینهبسیار مشکل باشد، لذا برای ساده کردن حل این مسئله

بحث  SVM معرفیو  ندیبطبقه ی یادگیری ماشین،باشند. در این مقاله ابتدا راجع مسئلهسازی میقابل استفاده و پیاده

های حل این معادله ذکر آید. در پایان نیز تعدادی از روشبدست می SVMی مربوط به یادگیری در شده و سپس معادله

 نیز اشاره گردیده است. SVMهای کاربردی برای کار با در این میان به کاربردها و بسته گردند.می

 Classification،بندی، طبقهسازی مقید، بردار پشتیبان، بهینهSVMکلمات کلیدی:
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 مقدمه -1

های یادگیری بسیاری از روش شود. ماشین به دو شکل نظارت شده و نظارت نشده انجام مییادگیری در حالت کلی 

ای از بردارهای ورودی مانند کنند که مجموعهنمایند، به این صورت کار میماشین که به صورت نظارت شده عمل می

}nX={x  و بردارهای خروجی متناظر با آنها}nT={t با استفاده از این  دقادر باشماشین شود. هدف این است که داده می

 [6].دبینی نمایرا پیش tجدید،  xهای آموزشی برای ورودی داده

 و وسته استیک متغیر پی t، که در آن (Regression)رگرسیونتوان دو حالت متمایز را در نظر گرفت: در این راستا می

بسیاری از مسائل یادگیری  باشد.ی گسسته میمتعلق به یک مجموعه t، که در آن (Classification)بندی کردنطبقه

بندی را بتواند بخوبی این دستهماشین ایست که ماشین به گونه تعلیمهدف شوند و واقع میدوم ماشین اساساً در دسته 

  انجام دهد.

 و غیر چهره (face)که هدف طراحی و تعلیم ماشینی است که قادر به تشخیص تصویر چهرهبعنوان مثال فرض کنید 

(non-face) .ورودی )در این مثال تصویر دهد. اگر برای هر بندی انجام نمیاین سیستم عملاً کاری جز دسته باشد

اید ماشین ب خراج شده است(فرض کنیم )مثلاً بردار ویژگی خاصی که از یک تصویر است xبعدی  nورودی( یک بردار 

بندی دسته شوند را،بعدی به شکل نقاطی دیده می-nو در فضای  های تعلیمی هستندکه بعنوان داده xقادر باشد بردارهای 

 باشد.دهد که قادر به تشخیص تصویر گربه از سایر تصاویر میبندی را برای ماشینی نمایش میشکل زیر این دسته نمایند.

 

 بندی تصاویرمثالی از طبقه -1شکل 
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به شکل  ت شود.تسازای مقادیر ورودی جدید سپس بهنیاز است که ابتدا سیستم تعلیم یافته و در فرآیند یادگیری 

در واقع .  i→yixطی آن توان به شکل یک نگاشت در نظر گرفت که را می ی یادگیری ماشینریاضی مسئله

توسط  f(x,α)در آن خود توابع شود که تعریف می x→f(x,α)های ممکن به شکل نگاشتای از ماشین با مجموعه

و  x ازای یک ورودی خاصهبوده و ب deterministicشود که سیستم فرض میباشند. قابل تنظیم می αبرچسب 

است که همان عملیمناسب ی αانتخاب بدهد.  f(x,α)برابر با یک خروجی مشخص ماشین همواره  αانتخاب 

ها متناظر با وزن αکه ی عصبی یک شبکهبعنوان مثال دهد. انجام می (Trained Machine)یک ماشین تعلیم دیده 

 باشد.یک ماشین یادگیری میو مقدار بایاس در آن باشد، 

به فرم  mΦ(x)ی توسط ترکیب خطی از تابع پایه y(x,w)در اینجا بر حالتی تمرکز خواهیم داشت که پیشگویی 

 شود:ن میازیر بی

y(x,w) = ∑ wmϕm(x) = wTϕ

M

m=0

 

(1) 

 Kernelتوابع پایه به عنوان توابع  SVMشوند. در باشند که وزن نامیده میپارامترهای مدل می mwکه در آن 

 Kernelتابع  (.,.)Kکه در آن  m(x)=K(x,xmΦ(ی آموزشی داریم در مجموعه mxهر  ازایبهشوند که استفاده می

 باشد.می

م نیمکه به صورت همزمان سعی در میشود سازی ضوابطی حاصل میی بهینهبوسیله SVMها در تخمین وزن

 Sparse)شود مدل خلوتی شوند، که سبب میها صفر میدارند. در نتیجه تعدادی از وزن y(x,w)کردن تابع 

Model) ای از تابع ه به زیرمجموعهو فقط وابست (1) یگویی آن توسط رابطهحاصل شود که مدیریت پیش

Kernel  .[6]باشد 

، بسیار مورد توجه قرار گرفته است. بطور تجربی (SVM)های بردار پشتیبانفاده از  ماشینهای اخیر استدر سال

ها، تشخیص چهره و... نتایج نوشتهدر کاربردهایی مانند تشخیص دست SVMنشان داده شده است که استفاده از 

های بردار پشتیبان تنها به گروه خاصی از استفاده از ماشین [3]ی خوبی را حاصل نموده است. تا زمان ارائه

، کندی الگوریتم آموزش برای این روش SVMشد. علت این محدودیت در استفاده از محققین محدود می

از  برای بسیاری SVMهای آموزش بزرگ. به بیان دیگر الگوریتم آموزش باشد، خصوصاً در مورد مجموعهمی
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های جدیدی برای مواجه با این مسئله ها و شیوهحلاست و به همین دلیل راه دشوار بوده مهندسین، پیچیده و

 ارائه شده است.

گیرد خواهیم داشت و انجام می SVMبندی که در ی این مقاله و در بخش دوم مروری بر مفهوم دستهدر ادامه

سازی سپس در بخش سوم ابتدا راجع مسائل بهینهنماییم، بندی کننده را ذکر میهایی از کاربردهای این دستهمثال

ترین سادهدر را  SVMمقید و حل آنها به روش ضرائب لاگرانژ پرداخته و در ادامه مسئله مربوط به یادگیری در 

های در بخش سوم راجع به سایر حالت نماییم وفرموله میی دوم ریزی درجهی برنامهبه شکل یک مسئلهحالت 

در  QPی ی کارآمد مسئلهها که برای محاسبهحل. در بخش چهارم تعدادی از راهیم کردخواهممکن صحبت 

SVM سازی ابزارهایی که برای پیادهشوند و در بخش پنجم به اند معرفی میارائه شدهSVM اند طراحی گردیده

بندی و جمعم به هفتدر پایان نیز در بخش پرداخته و  SVMدر بخش ششم به کاربردهای گردد. اشاره می

 گیری خواهیم رسید.نتیجه
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 SVM یبندی کنندهدسته مروری بر -2

ترین فرم در ساده. ارائه گردید Vapnik توسط (Support Vector Machines)های بردار پشتیبانماشین 1919در 

با حداکثر های مثبت و منفی را ی نمونهیک ابر صفحه که مجموعهعبارتست از  SVMخطی،  SVMآن یعنی 
 (2)شکل  هم جدا نموده است.( از maximum marginفاصله)

 

 

 هاها در فضای دادهابر صفحه برای جداسازی خطی نمونهبه عنوان یک  SVM - 2شکل 

 

)در ادامه گفته شوند.دوبعدی دیده میپذیر( در فضای پذیر )جداییهای تفکیکای از داده( نمونه3در شکل )

باشد که از کمترین پیچیدگی ها میبندی( دادهبندی )طبقهترین حالت در دستهخواهد شد که این حالت ساده

ک کاملاً مجزا تفکیی باشد و دادها در آن با استفاده از یک ابرصفحه به صورت خطی به دو دستهبرخوردار می

)یا ابرصفحه در فضای  توسط چندین خط جداکننده توانها را میه می شود این دادههمانطور که دید ( شوندمی

n-)باشندها نیز صحیح میبندیو در عین حال تمام این دسته بندی نمودتفکیک و طبقه بعدی. 

اند ها در دو دسته واقع شدهبعدی در نظر گرفت که در آن داده-nتوان در فضای در حالت کلی این مسئله را می

باشند. در این حالت بجای خطوط جداکننده از ابر صفحات جداکننده که این دو دسته به خوبی قابل جداسازی می

(Hyperplane) اشد؟بکدامیک بهترین می هااستفاده خواهد شد. در اینجا سئوال این است که در میان این جداکننده 

ه خواهیم انتخاب نماییم کپذیری دقت نمود. در واقع در اینجا حالتی را میبرای این منظور باید به مفهوم ریسک

کنندگی تفکیک هاو جابجایی در داده کنندگی ارائه دهد، یعنی با وجود مقداری خطابیشترین دقت را در تفکیک

 ای از خطا باشند، در اینهای دارای حاشیههرکدام از داده همچنان صحیح باشد. مثلاً حالتی را درنظر بگیرید که
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 های مختلفها در فضا توسط ابرصفحهتفکیک داده -3شکل 

 

های هر دسته دور نباشد، سبب خواهد شد که با اندکی ی کافی از دادهی جداکننده به اندازهحالت اگر ابرصفحه

 دهد.این حالت را نمایش می 4 ها از مرز جدا کنندگی عبور نمایند. شکلخطا داد

 

 

 درستر به نظر میای که از هر دو دسته بیشترین فاصله را دارد مناسبکنندهبا کاهش دقت نقاط آموزش، تفکیک -4شکل 

 

د. ها داشته باشرا از هر دو دسته از دادهای مناسب است که بیشترین فاصلهشود، جدا کنندههمانطور که دیده می

بنابراین در مورد این ماشین که خروجی آن ی ریسک ایجاد شود. به عبارت دیگر سبب شود بیشترین حاشیه
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باشد. های داده میباشد، هدف بدست آوردن ماکزیمم فاصله بین دسته+( می1و  -1)در اینجا  هابرچسب گروه

 شود.تعبیر می ماکزیمم حاشیهاین حالت به داشتن 

 بررسی نمود:را در چند حالت مختلف  هادادهبندی ی طبقهتوان مسئلهمی SVMدر ارتباط با 

 و وجود دو دسته داده: ماشین بردار پشتبان خطیاستفاده از  -1 

 (Separable Data) پذیر باشند.، یعنی جداییدسته قرار گرفته باشنددو ها دقیقا در داده -الف   

 (Nonseparable Data) ی جدا از هم نباشند.دو دستهقابل تفکیک به  ی دو دستههاداده -ب   

 ماشین بردار پشتبان غیرخطی:-2 

 های چند کلاسهکنندهماشین بردار پشتیبان برای تفکیک -3 

 پذیرحالت جدایی -2-1

جالب پذیر آموزش دیده باشد. های جداییماشین به صورت خطی روی دادهحالتی است که ترین حالت ساده

د، لذا باشناپذیر نیز میباشد که معادلات حاصل از این حالت قابل تعمیم به حالت غیرخطی و جداییمیتوجه 

یقا ها دقلازم به ذکر است که در این وضعیت فرض شده که داده باشد.این حالت اساس تعریف سایر حالات می

 در دو دسته قرار دارند.

توان آنها را با پذیر وجود دارند که میهای آموزشی تفکیکای از نمونهشود که مجموعهحالت فرض میاین در 

iy های مرتب ها به شکل زوجبرچسب زد. در این حالت نمونه)i,yi(x شوند که در آن بیان می,...,l1i= و  ix 

 ]1[باشند.می }-1,1{دارای مقادیر  iyو  nRمتعلق به 

 بعدی(-n)یا ابرصفحه در فضای  توسط چندین خط جداکننده توانها را میداده دیده شد 3در شکل همانطور که 

 ه در موردتعریف شدمفهوم با توجه به  ی جداکنندهبرای انتخاب بهترین ابرصفحه بندی نمود.تفکیک و طبقه

ی ونهترین نمنزدیکی ابر صفحه تا به صورت فاصله "حاشیه"در حالت خطی  باید عمل نمود. ماکزیمم حاشیه

ی خط زیر نوشته بعدی به شکل معادله 2هر خط تفکیک کننده در فضای  [4]شود.منفی و مثبت تعریف می

 شود:می

w1x1 + w2x2 + b = 0 

(2) 
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اند، در فضای دو بعدی + واقع شده1و  -1های ها که در دو کلاس با برچسب ixاین موضوع را برای  1شکل 

 دهد:نمایش می

 

 

 جداسازی خطی در حالت دوبعدی -1شکل 

 

 شود.نمایش داده می 2خط جداکننده با فرمول 

 بعدی به شکل زیر خواهد بود: 3و در فضای 

w1x1 + w2x2 + w3x3 + b = 0 

(3) 

در حالت کلی و برای یک جداکننده  .(6)شکل  ی یک صفحه خواهد بوددهندهنمایش 3 فرمول که در این حالت

 از نوع ابرصفحه خواهیم داشت:

∑𝑤𝑖𝑥𝑖

𝑖

+ 𝑏 = 0 

(4) 
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 بعدیسهجداسازی خطی در حالت  -6شکل 

 

 باشد:که در نمایش برداری به شکل زیر قابل بیان می

u = w⃗⃗⃗ . x⃗ + b 

(1) 

اشاره به خود  u=0باشد. در این نمایش می biasمقدار  bبردار وزن بردار عمود بر ابرصفحه و  wکه در آن 

پذیر در واقع به فرض تفکیک قرار دارند. u=±1ی ترین نقاط بر روی صفحهداشته و نزدیک ی جداکنندهابرصفحه

 رار خواهند گرفت:های زیر قی مثبت و منفی، بردارهای مرزی روی ابر صفحهبودن دو کلاس داده

w⃗⃗⃗ . x⃗ + b = ±1 

(6) 

 شود.گفته می (Margin)ی بین این دو ابرصفحه، حاشیه ناحیه

 باشد:می biasبیانگر حالت دو بعدی با فرض منفی بودن مقدار  1شکل 
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 1شکل 

 شود:های زیر تقسیم میهای با ویژگیشود فضا به دو دسته از نمونههمانطور که در شکل دیده می

w⃗⃗⃗ . x⃗ + b ≥ +1       for yi = 1 

(1) 

w⃗⃗⃗ . x⃗ + b ≤ −1     for yi = −1 

(1) 

 توان فرمول فوق را به شکل زیر ترکیب نمود:می

yi(w⃗⃗⃗ . x⃗ + b) − 1 ≥ 0       ∀i 

(9) 

 x.w+b=+1ی به صورت عمودی )نزدیکترین فاصله( برای نقاطی که روی ابر صفحهمبداء  تا در این حالت فاصله

 قرار دارند برابر با :

|1 − b|

‖w‖
 

(12) 
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قرار دارند  x.w+b=-1ی به صورت عمودی برای نقاطی که روی ابر صفحهمبداء  تا مشابه فاصله و به شکل

 برابر با :

|−1 − b|

‖w‖
 

(11) 

 ی جداکننده برابر با :ی مبداء تا ابرصفحهاز طرفی فاصله [5]خواهد بود.

|b|

‖w‖
 

(12) 

 د:مذکور به شکل زیر خواهد بوتا هر یک از صفحات  ی بین این ابرصفحهباشد. بنابراین کمترین فاصلهمی

d+ = d− =
1

‖w‖
 

(13) 

 آید:ی مورد نظر به شکل زیر بدست میی بین دو ابر صفحهی مذکور یعنی فاصلهبنابراین حاشیه

d+ + d− =
2

‖w‖
 

(14) 

 سازی مقید زیر بیان شود:ی بهینهتواند به شکل معادلهبه این ترتیب حداکثر شدن حاشیه می

min
1

2
‖w‖2         subject to: yi(w⃗⃗⃗ . x⃗ + b) − 1 ≥ 0       ∀i 

(11) 

د. برای بدست آوردن مطرح و حل شو (Dual)تر آن است که مساله بصورت دوگانبرای حل این مساله ساده

شود، در نتیجه به در قیود ضرب شده و از تابع هدف کسر می iα≤0له ضرایب لاگرانژ مثبت شکل دوگان مسئ

 شود:گفته می Primal Problemرسیم که ی زیر میمعادله

Lp =
1

2
‖w‖2 − ∑αi(

i

yi(w⃗⃗⃗ . x⃗ + b) − 1)                        (16) 
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این شرایط،  کنند.سازی مقید، بازی مینقش مهمی را در مسائل بهینه Karush-Kuhn-Tucker (KKT)شرایط 

به متغیرها  دارند و باید مشتق تابع نسبتمقید را بیان میشرایط لازم و کافی برای داشتن پاسخ بهینه برای معادلات 

مشتق گرفته شده و برابر صفر  b   و wنسبت به  pLاگر از و  pLروی  KKTبرابر صفر باشد. با اعمال شرایط 

 قرار داده شود، خواهیم داشت:

w = ∑αiyixi

i

 

(11) 

0 = ∑αiyi

i

 

(11) 

 به شکل زیر خواهند بود: KKT(، شرایط pL)  Primal Problemدر اینجا و برای در واقع 

∂

∂wv
Lp = wv − ∑αiyixiv

i

= 0        v = 1,… , d 

(19) 

∂

∂b
Lp = −∑αiyi

i

= 0 

(22) 

yi(w⃗⃗⃗ . x⃗ + b) − 1 ≥ 0      i = 1,… , l  
αi ≥ 0   ∀i  

(21)  

αi(yi(w⃗⃗⃗ . x⃗ + b) − 1) ≥ 0       ∀i 

(22)  

ی هر گونه مسئله KKT( استفاده شده است. شرایط DLی آن برای بدست آوردن دوگان مسئله )که از نتیجه

یک  SVMی سازد. مسئلهسازی مقیدی را )چه محدب و چه غیر محدب( باهر نوع قیدی، برآورده میبهینه

حل بتوانند راه w,b,αباشند تا شرایط لازم و کافی می KKTباشد و برای مسائل محدب شرایط ی محدب میمسئله

، که از آن در KKTا یافتن یک راه حل برای شرایط معادل است ب SVMی مسئله باشند. بنابراین حل مسئله
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 wاستفاده شده است. یک کاربرد از این شرایط این است که اگر  SVMهای مختلفی برای یافتن راه حل روش

 را بدست آورد. bتوان مشخص نشده باشد، می bدر روال آموزش تعیین شده و 

 خواهیم داشت : 16 یبا جایگذاری در معادله

LD =∑αi

i

−
1

2
∑∑αiαjyiyj(xi⃗⃗⃗  . x⃗ j)

ji

 

(23) 

و  pLنیمم ی میاند، لذا با محاسبههر دو از یک شرایط بدست آمده DLو  pLشود. نامیده می 1ی دوگانکه معادله

 توان به جواب رسید.می iα≤0باشد( با شرط می Lp) که دوگان  DLیا ماکزیمم 

هایی که به ازای آنها وجود دارد. در حل مساله به نمونه iα≤0( یک ضریب لاگرانژ  ixی آموزشی )برای هر نمونه

0>iα باشد، بردارهای پشتیبان یا می"Support Vectors" ( 6ی )شوند که بر روی ابر صفحات معادلهگفته می

 .(1)شکل  گیرندقرار می

 .باشدی دوم و محدب میسازی مقید درجهی بهینهیک مسئله SVMی به دست آمده برای مسئله

 

 نمایش بردارهای پشتیبان - 1شکل 

 

                                                 
1 Dual Problem 
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سازی تبدیل ی بهینهشود برای آن است که مسئله به یک مسئلهباشد که تمامی کارهایی که انجام میقابل توجه می

شده مستلزم  ی مطرح(. یافتن راه حل برای مسئله1(و)1تر باشند نسبت به )شود که قیود آن قابل مدیریت

های بعدی به در قسمت بسیار مشکل و زمانبر خواهد بود. هاازای حجم زیاد دادهکه بهباشد های عددی میروش

  هایی که برای کاهش پیچیدگی این محاسبات ارائه شده است اشاره خواهد گردید.حلراه

 2ی در ضمیمهسازی مقید برای حل مسائل بهینه KKTجهت تکمیل این بحث روش ضرائب لاگرانژ و شرایط 

 .استآمده 

3- SVM ناپذیرهای غیرخطی و جداییدر حالت 

 نماییم.ها را بررسی میبندی دادههای ممکن برای دستهدر این بخش سایر حالت

  های جدایی ناپذیرداده -3-1

ن در واقع در ایبه سادگی قابل تفکیک به دو دسته نباشند.دادهای موجود در این مورد فرض بر این است که 

برای غلبه بر این حالت  SVMها با نویز همراه بوده و لازم است داده تر است،واقعیت نیز نزدیککه به حالت 

قابل حل  (Soft Margin)ی نرماین وضعیت با تعریف یک حاشیه گردد. (generalization)سازی مقداری عمومی

اه رناپذیر اعمال شود عناصر جداییاز ای پذیر به مجموعهاگر الگوریتم فوق برای حالت جدایی، زیرا [9]باشدمی

وان ، متغیری تحت عنی مطرح شده در بخش قبلی به این حالتبرای گسترش ایده حل ممکنی پیدا نخواهد شد.

 شود و به این ترتیب خواهیم داشت:در قیود مسئله تعریف می 2)کمبود( یکاهشمثبت متغیر 

xi. w + b ≥ +1 − 𝜉𝑖       for yi = 1 

(24) 

xi. w + b ≤ −1 + 𝜉𝑖      for yi = −1 

(21) 

𝜉𝑖 ≥ 0   ∀𝑖 

(26) 

∑بنابراین  یابد.صورت جداگانه افزایش می ایدب 𝜉𝑖دهد، هر بنابراین برای هر خطایی که رخ می 𝜉𝑖𝑖  به عنوان

افی ی اضدر نتیجه بهترین راه برای نسبت دادن یک هزینه باشد.آموزش می خطاهایتعداد یک کران بالا برای 

                                                 
2 Slack variable 

www.MatlabKar.com متلب کار - مرجع پروژه هاي آماده و شبیه سازي با متلب



14 

 

 تابعبرای خطاها، تغییر تابع هدف برای به حداقل رسانیدن 
‖w‖2

2
+ 𝐶(∑ 𝜉𝑖𝑖 )𝑘  بجای‖w‖2

2
مقدار باشد. می 

C یک مقدار  گردد.توسط کاربر انتخاب میC تابع  باشد.ی بیشتر برای خطاها میبزرگ به معنی اعمال جریمه

ی به یک مسئله k=2  و k=1باشد، خصوصاٌ به ازای تابعی محدب می kمطرح شده به ازای هر مقدار مثبت از 

 رسیم:می 21به پذیر، مشابه با حالت جداییی دوگان تابع با محاسبه شود.ی دوم تبدیل میریزی درجهبرنامه

𝑀𝑎𝑥𝑖𝑚𝑖𝑧𝑒: LD =∑αi

i

−
1

2
∑∑αiαjyiyj(xi⃗⃗⃗  . x⃗ j)

ji

 

(21) 

𝑠𝑢𝑏𝑗𝑒𝑐𝑡 𝑡𝑜 ∶ 
0 ≤ αi ≤ C, 

∑αiyi

i

= 0 

 (21) 

 گردد:ارائه می 29در این شرایط راه حل از طریق 

w = ∑αiyixi

Ns

i=1

 

(29) 

است این  ی بهینه دربنابراین تنها اختلاف با حالت ابرصفحه تعداد بردارهای پشتیبان دارد.اشاره به  SN ،29در  

 ]5[باشد.می C دارای کران بالای iαکه در این حالت 
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 ناپذیرجداییهای آموزشی در حالت داده -9شکل 

 خواهد بود: 32لاگرانژ به شکل  primalی مسئله

 Lp =
‖w‖2

2
+ 𝐶(∑ 𝜉𝑖

𝑖
)
𝑘
−∑αi{yi(xi. w + b) − 1 + 𝜉𝑖} 

i

− ∑𝜇𝑖𝜉𝑖

i

 

(32) 

 گردند.می 𝜉𝑖باشند که سبب مثبت شدن ضرائب لاگرانژ می 𝜇𝑖 آن که در

 خواهیم داشت:( pLحاصل ) primalی بر مسئله KKTبا اعمال شرایط 

∂

∂wv
Lp = wv − ∑αiyixiv

i

= 0        v = 1,… , d 

(31) 

∂

∂b
Lp = −∑αiyi

i

= 0 

(32) 

∂

∂𝜉𝑖
Lp = 𝐶 − αi − 𝜇𝑖 = 0 

(33) 

0ی ضرائب لاگرانژ، پس از محاسبه رسید.DL (21)توان به می pLکه با اعمال این شرایط در  ≤ αi ≤ C  بردارهای

 باشند.پشتیبان برای این حالت می

 

 های بردار پشتیبان غیر خطیماشین -3-2

ما اگر ا تواند موثر باشد.ی خطی نمیکنندهشوند، یک تفکیکها به سادگی از هم تفکیک نمیدادهدر حالتی که 

توان راه حلی برای تفکیک آنها به دست آورد. به عنوان مثال ها را به فضایی با ابعاد بیشتر انتقال دهیم، میداده

 دهد.نمایش میمثالی از این انتقال را  12 شکل
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 انتقال مسئله از فضای دو بعدی به سه بعدی – 12شکل 

 

، های گذشتههای ذکر شده در بخشدر حالتبندی را انجام داد. توان کلاسهشود پس این انتقال میهمانطور که دیده می

ی خطی به جداکنندهبرای تشکیل ( 21)های آموزشی ورودی در بردارهای پشتیبان داده واقع از حاصلضرب داخلیدر 

ز اها را به یک فضای اقلیدسی با ابعاد بالاتر نگاشت نموده و سپس دادهابتدا  در اینجا شکل ابرصفحه استفاده شده است.

  [5]نماییم.ضرب داخلی عناصر بدست آمده استفاده می

Φ: 𝑅𝑑 ⟶ ℋ 

(34) 

بنابراین الگوریتم آموزش وابسته به این  [12]شود.برداری فضای هیلبرت خوانده می این فضای با ابعاد بالاتر و کاملاً

 به شکل زیر تعریف کینم: 3اگر یک تابع هسته خواهد شد. j(xΦ ).i(xΦ (به شکل Hضرب داخلی در فضای 

𝐾(𝑥𝑖 , 𝑥𝑗) = Φ(𝑥𝑖). Φ(𝑥𝑗) 

(31) 

شرایط  استفاده نماییم. Kاشاره کنیم، فقط از  Φتنها کافیست که بدون اینکه بطور صریح به آنگاه در الگوریتم یادگیری 

اند با این نشان داده Boser, Guyon and Vapnik, 1992باشد.فوق بیانگر یک جداسازی خطی ولی در ابعاد بالاتر می

های مناسب بوده و دادهی مورد استفاده هسته را دارا باشد، Mercer4ی و در صورتی که تابع هسته شرایط قضیهنگاشت 

                                                 
3 Kernel Function 

4 Mercer’s Condition 
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الگوریتمی  تواندپذیر خواهند بود و لذا جایگزینی هسته می، جداییناپذیر در فضای اصلی در فضای نگاشته شدهجدایی

 [5,9]از الگوریتم خطی ذکر شده ایجاد نماید.غیرخطی را 

 اند:پرکاربرد آمده Kernelدر زیر برخی از توابع 

𝐾(𝑥𝑖, 𝑥𝑗) = (𝑥𝑖 . 𝑥𝑗 + 1)
𝑝
 

(36) 

𝐾(𝑥𝑖 , 𝑥𝑗) = 𝑒
−

‖𝑥𝑖−𝑥𝑗‖
2

2𝜎2  

(31) 

𝐾(𝑥𝑖, 𝑥𝑗) = tanh(𝛽𝑥𝑖 . 𝑥𝑗 + 𝛿) 

(31) 

 ( خواهد بود:41سازی به شکل )ی بهینهدوگان مسئله های ذکر شدهبه طور مشابه با داشتن هسته

𝑀𝑎𝑥𝑖𝑚𝑖𝑧𝑒: LD =∑αi

i

−
1

2
∑∑αiαjyiyjK(xi, 𝑥j)

ji

 

(39) 

𝑠𝑢𝑏𝑗𝑒𝑐𝑡 𝑡𝑜 ∶ 
0 ≤ αi ≤ C, 

∑αiyi

i

= 0 

 (42) 

0ی هایی هستند که ضرایب لاگرانژ متناظر آنها در رابطهنمونهو همچنین به شکل مشابه بردارهای پشتیبان  < αi ≤ C, 

 صادق باشند.

 ی چند کلاسههای بردار پشتیبان به عنوان جداکنندهماشین -3-2

دود های دودویی محبندیباشد و فقط به دستهمیچند کلاسه های بندیدستهاز مسائل شامل بسیاری در دنیای واقعی 

که در آن از یک ها را حلراهترین یکی از ساده 12. شکل های مختلفی برای این دسته ارائه شده استحلراه شود.نمی

های ها از ترکیبی از روشبندیاین دسته از کلاسهعموماً برای  [9]دهد.نمایش می شودبندی دودویی استفاده میدسته
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، در این روش یک دسته به عنوان باشدمی 1ی دیگر روش یکی در مقابل بقیهیک روش ساده شود.دودویی استفاده می

 [5]. شوندهای مثبت و بقیه منفی فرض میداده

 SVMبرای  QPی های بهینه جهت حل معادلهحلراه -4

 د: شوی دوم زیر میسازی درجهی بهینههمانطور که دیده شد، آموزش ماشین بردارهای پشتیبان، منجر به حل مسئله

Minimize: W(α) =−∑ αi

i

+
1

2
∑∑ αiαjyiyjK(xi, xj)

ji

   i, j ∈ {1, … , l} 

(41) 

subject to ∶ 
0 ≤ αi ≤ C, 

∑ αiyi

i

= 0 

 (42) 

,xi)های آموزشی ها نظیر به دادهαiباشند و متغیر می  lها برداری با αباشد. می lهای آموزشی،تعداد نمونه yi) باشند می

:Kو نیز  Rn × Rn → R  تابع هسته وC  استثابتی مثبت .α∗ = [α1, … , αl]
T  با توجه به قیود ذکر شده بعنوان جواب

ij(Q)به شکل  Qباشد. با تعریف ماتریس ی فوق میمعادله = yiyjk(xi, xj) ی فوق را به شکل زیر توان مسئلهمی

 [16بازنویسی نمود:]

minimize W(α) = −αT1 +
1

2
αTQα 

Subject to ∶ αTy = 0 

0 ≤ α ≤ C1 

(43) 

( که عناصر آن عموماً غیر صفر Qباشد)ماتریس مطرح شده در اندازه ماتریس ایجاد شده می QPی سختی حل مسئله

ه بتوان این ماتریس و محاسبات مربوطه را در آن گنجانید. همچنین باشند، بنابراین حجم زیادی از حافظه نیاز است کمی

 و ... قادر به حل این مسئله به صورت مستقیم نخواهند بود. 6نیوتنی -های نیوتنی و یا شبههای سنتی مانند روشروش

                                                 
1 one-versus-rest classifiers 

6 Quasi-Newton 
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موزش عناصر ی آتواند به شکل تحلیلی حل شود که مجموعهسازی بردارهای پشتیبان فقط در صورتی میی بهینهمسئله

 Supportهای آموزشی پذیر، زمانی که از قبل بدانیم که کدام عناصر از دادهبسیار کمی داشته باشد و یا در مورد تفکیک

Vector هستند. SVM  توابعاز Kernel نماید. بسیاری از توابع استفاده میKernel ی دوم ریزی درجهبه شکل برنامه

ی ریزی درجهی برنامهی زمانی برای یک مسئلههای آموزشی باشد، پیچیدگی مرتبهتعداد داده mشوند. اگر فرموله می

 یدر مثال دنیای واقعی معادله باشد.ی دوم میی حداقل درجهو پیچیدگی فضایی آن از مرتبه 3O(m(ی دوم، از مرتبه

محاسبه گردد. در مواردی با اندازه کوچک، هر  ی دوم، باید به صورت عددیریزی درجهاز نوع برنامه SVMسازی بهینه

 باشد.ی دوم از نوع محدب وجود دارد، قابل استفاده میریزی خطی درجهراه حلی که برای برنامه

 آید،بدست می SVMکه از  (DLهای مختلف در بخش قبل)حالتارائه شده در  QPی با توجه به ابعاد بسیار بزرگ مسئله

ی رجهی دمسئلهباشد. ی دوم قابل حل نمیسازی درجههای حل بهینهبا روشو به سادگی  توان فهمید که این مسئلهمی

 باشد..ی آموزشی میع تعداد عناصر مجموعهبباشد که تعداد عناصر آن مرشامل ماتریسی می دوم ارائه شده

در آنها بر خلاف روش نیوتن که حل ماتریس های مختلفی وجود دارد که های و تکنیکبرای مسائل بزرگ روش

Hessian د، مورد باشدهد، فقط قسمتی از ماتریس که در هر تکرار نیاز میمربوط به کل مسئله را درمحاسبات دخالت می

 [11گیرد.]استفاده قرار می

ی ای کوچک از متغیرها که به مجموعهتکراری عمل نموده و در هر تکرار  مجموعهها به صورت حلاساسا این راه

 نمایند.را حل می QPی معروف است را انتحاب نموده و با توجه به این مجموعه مسئله 1کاری

 [5]باشند:میقابل بیان مراحل اساسی زیر  به شکلی کلی ایده

 ل باید آنرا دارا باشد.( که راه حKKTتوجه به شرایط بهینه بودن)  -1

تعریف یک استراتژی برای رسیدن به حالت بهینه با کاهش یکنواخت دوگان تابع هدف با در نظر گرفتن  -2

 قیود مسئله.

های آموزش نیاز به ی از دادههایگیری برای یک الگوریتم تجزیه بطوریکه در هر زمان تنها بخشتصمیم -3

 مدیریت داشته باشند.

یافته با استفاده از روش کاهش Kernelهای مختلفی برای تخمین ماتریس برای کاهش پیچیدگی زمانی و فضایی، روش

Nystrom (Williams and Seeger, 2001)  تخمین حریصانه ، (Smola and Scholkopf, 2000) برداری ، نمونه

(Achlioptas et al., 2002) ی ماتریسو تجزیه (Fine and Scheinberg, 2001)  .های انجام از میان کارهابداع شده است

                                                 
1 Working Set 
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باشد. به همین سبب در قسمت بعد، ابتدا این روش [، از همه مهمتر می14] Decomposition Methodروش ، شده

 :.اشاره خواهد شدبه صورت گذرا ها بررسی شده و سپس به تعدادی دیگر از روش

4-1- Decomposition Method : 

کوچکتر شکسته  QPهای تواند به یک سری از زیر مسئلهمی QPی بزرگ اثبات نمود که یک مسئله Osuna 1991در 

ی قبلی های زیر مسئلهبه نمونه ،نماید()نقض مینمایدرا محقق نمی KKTشود. تا زمانی که حداقل یک نمونه که شرایط 

 نماید. بنابراینکند نگهداری میرا که قیود را رعایت میای دهد و نقطهاضافه شده، هر مرحله کل تابع هدف را کاهش می

 [4]نماید. کنند همگرایی را گارانتی میکه همیشه حداقل یک عنصر را اضافه می QPهای ای از زیر مسئلهدنباله

 3، 1هیباشد. هر روش مبتنی بر تجزهای دیگر میشود، اساس بسیاری از روشالگوریتم کلی که در این روش استفاده می

 [21ویژگی اصلی دارد:]

 ی کاریی انتخاب مجموعهنحوه - 

 ی ایجاد شدهی حل زیر مسئلهنحوه - 

 شرایط پایان الگوریتم - 

و  inactiveسازی بدست آمده را به دو قسمت ی بهینه[ مطرح شده است، مسئله14در ] Osunaاین روش که توسط 

active  یا همان(working setتقسیم می )[ .16نماید ] 

ارآمد باشد، کهای آموزشی بسیار بالا میتواند در زمانی که حجم دادهسازی سراسری را تضمین نموده و می[ بهینه14در ]

در این  باشد. همچنینها و بررسی شرایط بهینه بودن در هر تکرار میی اصلی در این الگوریتم حل زیر مسئلهباشد. ایده

 نمونه بوده است. 12222ها در آن الگوریتم برای کاربرد تشخیص چهره بکار رفته که تعداد نمونهمقاله این 

( و 12222*12222با ابعاد مثال ارائه شده در این مقاله )ماتریسی با ابعاد  QPی ی مورد نیاز برای حل یک مسئلهحافظه

 خواهد بود.  20GBشد، بایت اختصاص داده شده با 1با فرض اینکه برای هر نمونه تعداد 

 شود:شرط مطرح می 2ی الگوریتم مطرح شده ابتدا برای ارائه 

دهد که به صورت محاسباتی در مورد بهینه شدن راه حل در : این شرایط به ما اجازه می 9شرایط بهینه بودن -1 

 گیری نماییم. یک تکرار خاص تصمیم

                                                 
1 Decomposition Method 

9 Optimality Conditions 
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دهد. حل خاص بهینه نباشد، این استراتژی راهی برای بهبود تابع هزینه ارائه می: اگر یک راه 12استراتژی بهبود -2 

 نمایند.باشد که شرایط بهینه بودن را نقض میاین استراتژی عمدتاً در ارتباط با متغیرهایی می

 : Decompositionالگوریتم 

را طوری  Bی کاری فرض کنید بتوان مجموعه(. B,Nشوند)های مرتبط به مسئله، به دو دسته تقسیم میαiدر هر تکرار 

αi ی کافی بزرگ باشد که بتواند شامل بردارهای پشتیبان باشد)و همچنین به اندازه B|≤l|انتخاب نمود که  > (و نیز  0

شرایط  Bی ای نیز کوچک باشد که انجام محاسبات روی آن مقدور باشد) توسط کامپیوتر( . عناصر مجموعهبه اندازه

گردند. با این بندی میدسته Nی کنند در مجموعهرا نقض می هستند و سایر عناصر که این شرایط بهینه بودن را دارا

 شرایط الگوریتم به شکل زیر خواهد بود :

 ها انتخاب کنید.ی دادهنقطه را از مجموعه |B|به صورت دلخواه  -1 

 شود حل کنید.عریف میت Bای را که توسط متغیرهای زیر مسئله -2 

g(xj)yjای که وجود دارد بگونه ∋N jتا زمانی که -3  < 1 ، αi = 0, i ∈ B را با αj = جایگزین نموده و  0

g(xi)شود )ی جدید را حل کنید. بعبارت دیگر یعنی تا زمانی که شرایط بهینه بودن نقض میزیر مسئله =

∑ αjujK(xi, xj)
l
i=1 + b) 

 ارای بخشد، لذا دای تابع هدف را در هر تکرار بهبود میباید توجه نمود که از آنجایی که این الگوریتم به صورت تکه

 

ی گیرند. ب( ناحیهقرار می ±1ی سازی که نقاط شرایط بهینه بودن را نقض کرده و داخل ناحیهی بهینهالف( یک زیر مسئله -11شکل 

قرار ندارد، لذا راه حل بهینه است. همانطور که  ±1ی در فاصله α=0ای با شود. از آنجایی که هیچ نقطهیگیری مجدداً تعریف متصمیم

 [14گیری متفاوت خواهد بود.]شود حاشیه نیز کاهش یافته و شکل سطح تصمیمدیده می

 

                                                 
12 Strategy for Improvement 
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 باشد( و الگوریتم دردود میپذیر، محی امکانباشد )محدب بوده و توسط ناحیهنبوده و تابع هدف دارای کران می 11دور

دهد ، تفسیر هندسی از روشی را نشان می11ی سراسری همگرا خواهد شد. شکل تعداد محدودی تکرار به مقدار بهینه

 برد.نمایند، بکار میکه الگوریتم برای تعریف مجدد سطح جدا کننده با افزودن نقاطی که شروط بهینه را نقض می

 لگوریتم زیر آورده شده است :[ روش فوق به شکل ا16در ]

While (the optimality conditions are violated) 
 Select q variables for the working set B. The remaining l-q variables are fixed at their current 

value. 

 Decompose problem and solve QP-subproblem: optimize W(α) on B. 

Terminate and return α.  

ی مورد نظر باشند، لذا مسئلهباشد و تمام قیود ذکر شده خطی میمی Q ،positive-semidefiniteاز آنجایی که ماتریس 

، شرایط لازم و کافی برای بهینه بودن KKTسازی محدب خواهد بود. برای این دسته از مسائل شرایط ی بهینهیک مسئله

 مسئله، یعنی :باشند. با توجه به قیود می

Subject to ∶ αTy = 0 
0 ≤ α ≤ C1 

(44) 

. λloو پایین با λupو برای کران بالا  λeqنماییم: برای شرایط تساوی با گذاری میضرائب لاگرانژ را به این ترتیب علامت

 خواهیم داشت: KKTوجود داشته باشند، بنابراین با اعمال شرایط  λloو λeq  ،λup بهینه خواهد بود اگر  αبه این ترتیب 

g(α) + (λeqy − λlo + λup) = 0 

(41) 

∀i ∈ [1. . l]:              λi
lo(−αi) = 0 

∀i ∈ [1. . l]:              λi

up(αi − C) = 0 

λlo    ≥ 0 

λup    ≥ 0 

αTy    = 0 
0 ≤  α ≤ C1 

(46) 

                                                 
11 cycle 
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g(α) های جزئی در بردار مشتقα :است. برای این مسئله داریم 

g(α) = −1 + Qα 

(41) 

ند و به حل شکهمانطور که در الگوریتم مشخص است، اگر شرایط بهینه بودن وجود نداشته باشد، الگوریتم مسئله را می

را نیز  yوαو متغیرهای  Qتوان ماتریس ، میNو  Bی ها در دو دستهپردازد. با توجه به تقسیم نمونهی کوچکتر میمسئله

 گذاری نمود:اندیس NوBمتناظر با 

α = |
α𝐵

αN
|       y = |

y𝐵

yN
|         Q = |

QBB QBN

QNB QNN
| 

(41) 

QNBداریم که  Qبا توجه به تقارن  = QB𝑁
T  ،توان مسئله را به شکل زیر باز نویسی نمود:در نتیجه می 

W(α) = −𝛂B
T(𝟏 − 𝑄𝐵𝑁𝜶𝑁) +

1

2
𝜶𝐵

𝑇𝑄𝐵𝐵𝜶𝐵 +
1

2
𝜶𝑵

𝑻𝑄𝑁𝑁𝜶𝑁 − 𝜶𝑁
𝑇 𝟏 

(49) 

𝑠𝑢𝑏𝑗𝑒𝑐𝑡 𝑡𝑜:    𝜶𝐵
𝑇𝒚𝑩 + 𝜶𝑵

𝑻𝒚𝑵 = 0 

𝟎 ≤ 𝜶 ≤ 𝐶𝟏 

(05) 

1شوند، لذا عبارت به صورت ثابت فرض می Nی با توجه به اینکه متغیرهای مجموعه

2
𝜶𝑵

𝑻𝑄𝑁𝑁𝜶𝑁 − 𝜶𝑁
𝑇 مقداری  𝟏

باشد که می positive semidefinite سازی درجه دوم از نوع ی بهینهی به دست آمده یک مسئلهثابت خواهد بود. مسئله

رایند باشد. در این روال مهمترین فهای مرسوم قابل حل میبا توجه به کوچک بودن نسبی ابعاد مسئله، با استفاده از روش

تواند شود. بنابراین سرعت روش حل میروز میدر هر تکرار به Bباشد، توجه داریم که می Bبرای تشکیل  هاiαانتخاب 

 باشد. ی کاریعهانتخاب صحیح مجمو وابسته به

[ یک حالت ساده از شرایط بهینه بودن برای مسئله فرض شده و سپس نشان 23در خصوص همگرایی این روش در ]

تواند با رعایت شرایط بهینه بودن مفروض، پس از تعداد محدودی تکرار به جواب بهینه داده شده است که این روش می

 همگرا شود.
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4-2- lightSVM : 

های تواند هر عدد زوج کمتر از تعداد نمونهکه در آن تعداد ثابتی، که می  light SVMارائه شده با عنوان[ روشی 16در ]

ی کاری انتخاب به صورت متقارن، برای مجموعه Steepest Descentآموزشی باشد، از متغیرها با استفاده از روش 

 باشد.یهای سنتی قابل حل می ایجاد شده با روششوند و زیر مسئلهمی

ت ای انتخاب انجام شود که در تکرار فعلی بیشترین پیشرفی کاری، باید از بین متغیرهای به گونهپس از انتخاب مجموعه

عنصر غیر  qبرای یافتن بهترین جهت نزولی با  Steepest Descent[ از روش 16در بهبود تابع هدف ایجاد گردد. در ]

 شود:سازی زیر حل میی بهینهنماید. برای این منظور مسئلهصفر استفاده می

𝑚𝑖𝑛𝑖𝑚𝑖𝑧𝑒     𝑣(𝒅) = 𝑔(𝜶𝑡)𝑇𝒅 

(51) 
𝑠𝑢𝑏𝑗𝑒𝑐𝑡 𝑡𝑜:    𝒚𝑻𝒅 = 𝟎 

𝑑𝑖 ≥ 0       𝑓𝑜𝑟 𝑖: 𝛼𝑖 = 0 
𝑑𝑖 ≤ 0       𝑓𝑜𝑟 𝑖: 𝛼𝑖 = 𝐶 

(52) 
−𝟏 ≤ 𝒅 ≤ 𝟏 

|{𝑑𝑖: 𝑑𝑖 ≠ 0}| = 𝑞 

(53) 

دهد که جهت نزولی در ی بیان شده نشان میاست. مسئله αهای جزئی در بردار مشتق g(α)همانطور که قبلاً اشاره شد، 

 نماید.ی کاری را با بیشترین شیب نزولی انتخاب میباشد. این روش مجموعهمورد نظر می 𝜶𝑡ی نقطه

ی کاری هر عدد زوجی تعداد اعضای مجموعه[ در خصوص همگرایی این روش بحث شده و آمده است که 22در ]

 تواند باشد.می

اند. بعنوان های ذکر شده ایجاد شدههای دیگر نیز وجود دارند که با ایجاد تغییراتی در روشدر این میان برخی روش

باشد. می Conjugate Gradientی کاری ارائه شده است که مبتنی بر روش [ روشی برای انتخاب مجموعه21مثال، در ]

ی کاری انتخاب شده، همیشه در پس از [ نشان داده شده است که روش تجزیه با توجه به مجموعه21همچنین در ]

در روش  lightSVMیابد و جواب بهینه را پیدا خواهد نمود. تفاوت این روش با روش تعداد محدودی تکرار پایان می

ی عناصر مجموعه Steepest Decentاز با استفاده از روش  lightSVMباشد. در ی کاری میانتخاب متغیرهای مجموعه

روشی کارا در حل مسائل  GCنماید.روش استفاده می Conjugate Gradientشوند ولی در این روش از کاری انتخاب می
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ام -kدر تکرار  d(k)تابع هدف باشد، بناب این جهت  h(α)شود که ی دوم نامقید است. در این روش فرض میدرجه

 خواهد بود:

d(k) = −∇h(α(k)) + β(k)d(k − 1),      k = 0,1,2, … 

 

(14) 

β(0) = 0, β(k) =
‖∇h(α(k))‖

2
 

‖∇h(α(k − 1))‖
2  , k = 1,2, …   

(11) 

 [ نشان داده شده است که این الگوریتم در تعداد محدودی تکرار متوقف خواهد شد.21در ]

4-3- Chunking 

Vapnik  روشی را برای حلQP SVM  مطرح نمود که به الگوریتمchunking و اولین الگوریتم ارائه  باشدمعروف می

ی دوم، با حالتی که از حذف . این روش براساس این واقعیت استوار است که مقدار در درجهباشدشده از این دسته می

بنابراین  [4]شود، معادل است. باشند، حاصل میهای ماتریس متناظر با ضرائب لاگرانژ برابر صفر میسطرها و ستون

ی کوچکتر شکسته شود، که هدف نهایی آن شناسایی با اندازه QPتواند به یک سری از مسائل اصلی می QPی مسئله

وان شود که سایز ماتریس از تباشد. این روش سبب میتمام ضرائب لاگرانژ غیر صفر و حذف ضرائب لاگرانژ صفر می

نژ غیر صفر، کاهش یابد، ولی باز هم این روش های آموزشی به حدود توان دوم تعداد ضرائب لاگرادوم تعداد نمونه

ی بسیار زیاد مناسب باشد، زیرا گنجاندن این ماتریس کاهش یافته نیز در حافظه کار مشکلی تواند برای مقادیر دادهنمی

 Kernelنیاز به بهینه کردن تمام ضرائب لاگرانژ غیر صفر دارد، در عین حال ممکن است ماتریس  این روش باشد.می

 ای بزرگ باشد که در حافظه گنجانده نشود.ساخته شده، به اندازه

4-4- SMO(Sequential Minimal Optimization) 

Sequential minimal optimization (SMO) ی دوم منتج شده در ضمن فرآیند ریزی درجهالگوریتمی برای حل برنامه

 1991( در Microsoft Research)از  John Plattش توسط . این روباشد، می(SVM)آموزش ماشین بردارهای پشتیبان

ی بسیار محبوب به طور وسیعی برای تعلیم ماشین بردارهای پشتیبان، بکار گرفته شده و توسط بسته SMOابداع گردید. 

LIBSVM سازی شده است. انتشار پیادهSMO  سبب موج استقبال وسیعی توسط انجمن  1991درSVM  گردید، زیرا

 [13]اند.بسیار پرهزینه و پیچیده بوده SVMای موجود برای حل هروش
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سازی ماتریس و بدون را بدون هیچگونه ذخیره SVM QPی ایست که به سرعت مسئله، الگوریتم سادهSMOدر حقیقت 

اقدام به  Osuna با استفاده از تئوری SMOکند. ی دوم، حل میسازی برنامه ریزی درجهاستفاده از راه حل عددی بهینه

اید. برخلاف نمنماید و به این ترتیب همگرایی روش را نیز تضمین میی اصلی به تعدادی زیر مسئله میی مسئلهتجزیه

، QPی نماید. برای مسئلهسازی انتخاب میدر هر مرحله کوچکترین مسئله را برای بهینه SMOهای پیشین، سایر روش

SVM باشد، زیرا ضرائب لاگرانژ باید از قیود ضریب لاگرانژ می 2سازی ممکن شامل هی بهیناستاندارد کوچکترین مسئله

نماید و مقدار بهینه دو ضریب لاگرانژ را برای بهینه کردن انتخاب می SMOخطی تساوی تبعیت نمایند. در هر مرحله، 

 نماید.روز میرا برای یافتن مقدار بهینه به SVMرا برای این ضرائب پیدا نموده و 

تواند به صورت تحلیلی حاصل شود. در این است که راه حل مسئله برای دو ضریب لاگرانژ می SMOمزیت روش 

گردد. بعلاوه همانطور که گفته شد این روش به صورت عددی پرهیز می QPسازی بنابراین در سراسر راه حل از بهینه

ط این توان توسهای آموزشی بسیار بزرگ را نیز میوعهسازی ماتریس ندارد، بنابراین مجمنیازی به حافظه جهت ذخیره

 روش مدیریت نمود.

آموزش یک ماشین بردار ارائه شده است.  به طور کامل های بردار پشتیبان،بری آموزش ماشین  [4]در  SMOالگوریتم 

ی مورد باشد. میزان فضایی دوم بسیار بزرگ میریزی درجهسازی ازنوع برنامهی بهینهپشتیبان مستلزم حل یک معادله

های ی مدیریت مجموعهاجازه SMOباشد که این خود به ی آموزش خطی میی مجموعهنسبت به اندازه SMOنیاز برای 

بین  SMOتوجه یه اینکه در این روش از محاسبات ماتریسی اجتناب شده است، لذا با  دهد.آموزشی بزرگ را می

استاندارد در میان  SVMگیرد، در حالیکه در ی آموزشی قرار میی مجموعهی خطی و دوم نسبت به اندازههامرتبه

بندی استاندارد الگوریتم قطعهبار از  1222تواند بیش از می SMOگیرد. در دنیای واقعی های دوم و سوم قرار میمرتبه

 [4]سریعتر باشد. SVM برای

ر شود، بنابراین دو عنصر د، در هر تکرار دو متغیر انتخاب شده و مسئله به صورت تحلیلی حل می SMO [4]در روش 

SMO [یک روش آنالیزی برای حل مسئله با دو ضریب لاگرانژ، و یک روال اکتشافی برای انتخاب ا11وجود دارد ،]نکه ی

 سازی انتخاب شوند.کدام ضرائب برای بهینه

 حل مسئله برای دو ضریب لاگرانژ -4-4-1

های روی ضرائب را در نظر گرفت و سپس ی این مسئله به ازای دو ضریب لاگرانژ، ابتدا باید محدودیتبرای محاسبه

ر دو توان آنها را دنیمم مقید شده پرداخت. با توجه به اینکه در این حالت فقط دو متغیر وجود دارد، میی میبه محاسبه

سبب قرار گرفت ضرایب در یک چهارچوب و قید مساوی مسئله  QP SVMبعد نمایش داد. قیدها نامساوی در مسئله 

نیمم مقید، برای تابع هدف، . بنابراین می(12)شکل سبب واقع شدن آنها روی یک خط )قطری از چهارچوب( می گردد
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ی اروی این قطر واقع خواهد شد. قیدهای مسئله علت این نکته را که چرا دو ضریب لاگرانژ، حداقل تعداد ضریب بر

ی شود. انتهای قطعه خط قطرباشد: انتخاب تنها یک ضریب، سبب عدم برآورده شدن قیدهای مسئله میسازی میبهینه

 شود.نوشته می، 𝜶𝟐را برای دومین ضریب )بدون از دست دادن کلیت مسئله( برحسب ضریب 

 

رایب شود که ضدو ضریب لاگرانژ باید تمامی قیدهای مطرح شده در مسئله را مرتفع نمایند. قید نامساوی در مسئله سبب می - 12شکل 

باید مقدار بهینه را روی این  SMOگردد. بنابراین در چهارچوب محدود شده و شرط تساوی سبب واقع شدن آنها روی خط قطری می

 قطعه خط قطری بدست آورد.

 ها خواهیم داشت: وشتن حدود خطبرای ن

𝑦1 ≠ 𝑦2:               𝐿 = max(0, 𝛼2 − 𝛼1) ,             𝐻 = min(𝐶, 𝐶 + 𝛼2 − 𝛼1) 

(16) 

𝑦1 = 𝑦2:               𝐿 = max(0, 𝛼2 + 𝛼1 − 𝐶) ,             𝐻 = min (𝐶, 𝛼2 + 𝛼1) 

(11) 

 سازی خواهیمی بهینهاز دوگان مسئلهنشان داده شده است پس از جایگذاری و گرفتن مشتق دوم  [25]همانطور که در 

 داشت:

𝑑2𝐿𝐷

𝑑𝛼2
= 𝐾(𝑥1, 𝑥1) + 𝐾(𝑥2, 𝑥2) − 2𝐾(𝑥1, 𝑥2) 

(11) 
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 کنیم:که تعریف می

𝜂 = 𝐾(𝑥1, 𝑥1) + 𝐾(𝑥2, 𝑥2) − 2𝐾(𝑥1, 𝑥2) 

(19) 

 𝛼1خواهیم با داشتن مقادیر قبلی برای مورد استفاده دارد. در اینجا می Kernelبستگی به تابع   𝜂که مثبت یا منفی بودن 

 :به شکل زیر  uرا محاسبه نماییم. با تعریف  𝛼2ها، مقدار جدید 𝛼𝑖و سایر  𝛼2و 

𝑢 = ∑𝑦𝑗𝛼𝑗𝐾(𝑥𝑗 , 𝑥) − 𝑏

𝑁

𝑗=1

 

(62) 

 ام آموزشی:-iی به عنوان خطا در نمونه iEو تعریف 

𝐸𝑖 = 𝑢𝑖 − 𝑦𝑖 

(61) 

 گذاری در مشتق مرتبه اول خواهیم داشت:با جای

𝑑𝐿𝐷

𝑑𝛼2
= 𝜂𝛼2 + (𝑦2(𝐸1 − 𝐸2) − 𝜂𝛼2) 

(62) 

 ی فوق داریم:از مساوی صفر قرار دادن رابطه

𝛼2
𝑛𝑒𝑤 = 𝛼2 +

𝑦2(𝐸1 − 𝐸2)

𝜂
 

(63) 

 باید توسط قیدهای مسئله محدود گردد، لذا خواهیم داشت: 𝛼2ی محاسبه شده برای مقدار بهینه

α2
𝑛𝑒𝑤,𝑐𝑙𝑖𝑝𝑝𝑒𝑑 = {

𝐻              𝑖𝑓 𝛼2
𝑛𝑒𝑤 ≥ 𝐻; 

𝛼2
𝑛𝑒𝑤    𝑖𝑓 𝐿 < 𝛼2

𝑛𝑒𝑤 < 𝐻

𝐿              𝑖𝑓     𝛼2
𝑛𝑒𝑤 ≤ 𝐿

 

(64) 
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 شود:جدید محاسبه می 𝛼2جدید با توجه به  2y1s=y ،𝛼1با تعریف 

𝛼1
𝑛𝑒𝑤 = 𝛼1 + 𝑠(𝛼2 − 𝛼2

𝑛𝑒𝑤,𝑐𝑙𝑖𝑝𝑝𝑒𝑑) 

(61) 

 اکتشافی برای انتخاب ضرایب لاگرانژ روش -4-4-2

 سازیاز روش اکتشافی برای انتخاب اینکه کدام ضرائب لاگرانژ جهت بهینه SMOبرای افزایش سرعت همگرایی، در 

وریتم ارائه شود. در الگکند. برای این کار از دو انتخاب اکتشافی مجزا برای ضرائب استفاده میانتخاب شوند، استفاده می

های آموزشی ی دادهی خارجی در اولین اجرا، تمام مجموعهی متداخل استفاده شده است. در حلقهاز دو حلقه ،[4]شده 

را نقض نماید، مناسب  KKTای شرایط نماید. اگر نمونهرا نقض نماید، پویش می KKTای که شرایط را برای یافتن نمونه

تری اشاره شده است و بیان نموده که، حلقه خارجی کل واضحاین موضوع به ش [26] سازی خواهد بود. دربرای بهینه

 گردد که شرایط زیر را نقض نماید:به دنبال ضریبی می

αi = 0  => yif(xi) ≥ 1 

(66) 

0 < αi < C  => yif(xi) = 1 

(61) 

αi = 𝐶  => yif(x) ≤ 1 

(61) 

هایی از ی خارجی تکرار را برروی نمونهاشاره دارند. بعد از اولین تکرار حلقه KKTدر واقع این شرایط به همان شرایط 

0نباشند، مثلاً  0 و Cقرار دارند) Cو  0ضرایب لاگرانژ که بین  < αi < Cدهد. مجدداً، هر نمونه با شرایط (، ادامه می

KKT ارجی ی خسازی در حلقهود. این بهینهسازی خواهد بای که آنرا نقض نماید، مناسب برای بهینهمقایسه شده و نمونه

برآورده سازند. در ادامه حلقه خارجی  εرا با خطای  KKTهای مذکور شرایط شود که تمام این نمونهتا زمانی اجرا می

دهد. حلقه خارجی به طور مداوم تا زمانی که تمامی ی آموزشی انجام میبازگشت نموده و تکرار را روی تمام مجموعه

 شود.برآورده سازند، بین این دو انتخاب این جابجا می εرا با خطای  KKTآزمایشی شرایط  هاینمونه

ی خارجی، دومین ضریب توسط حلقه داخلی و با تکرار بر روی ضرائب بعد از انتخاب اولین ضریب توسط حلقه

ی از قدرمطلق اندازه SMOباشد، لذا زمانبر می Kernelشود. ارزیابی تابع سازی انتخاب میباقیمانده، برای انجام بهینه

www.MatlabKar.com متلب کار - مرجع پروژه هاي آماده و شبیه سازي با متلب



30 

 

𝐸1)گام  − 𝐸2) نماید. برای تخمین استفاده میSMO  از یکcache های برای نگهداری مقدار خطای نمونه

0غیرمرزی) < αi < Cنماید. در ی گام ماکزیمم، استفاده می( استفاده نموده و سپس از یک خطا برای تخمین اندازه

ای با حداکثر منفی باشد، نمونه 1Eگردد. در صورتی که انتخاب می 2Eای با حداقل خطا د، نمونهمثبت باش 1Eصورتی که 

 گردد.انتخاب می 2Eخطا 

روشی بهینه برای  [27]است که در در نظر گرفته شده bروزرسانی برای ی به، یک مرحله[4]در الگوریتم ارائه شده در 

 باشد.نمی bروزرسانی با به آمده است که طی آن نیازی SMOالگوریتم 

تری ذکر نیز این الگوریتم به صورت ساده [26]به صورت شبه کد آمده است. در  [4]در  SMOالگوریتم ارائه شده برای 

 شده است.

4-0- Core Vector Machines 

 SVMهای با حجم بسیار بالا مطرح شده است.با داده SVMبه عنوان روشی سریع برای آموزش  CVMروش  [2] در

ی ی مجموعهاندازه mباشد. )می 2O(m(و مرتبه پیچیدگی فضایی  m)3O(ی زمانی ی زمان آموزشی از مرتبهاستاندارد دارا

تکرار  هایفقط تخمینی از راه حل بهینه را با روش SVMهای تجربی سازیی اینکه پیادهباشد(. با مشاهدهآموزش می

هایی، گسترش داده شده است. ابتدا نشان داده شده است با توجه به چنین تخمین kernel هایروش [2]دهند،در ارائه می

ی محاسباتی، فرموله شود. سپس با انطباق یک در هندسه MEBی تواند با مسائلهبه طور مشابه می Kernelکه هر متد 

 Core Vectorآید. روش به دست می core setی ، مقدار تخمینی بهینه با توجه به ایدهMEBالگوریتم موثر در تخمین 

Machine  تواند با ، می[2]ارائه شده درkernel های غیر خطی بکار رود و دارای پیچیدگی زمانی خطی ازm  و پیچیدگی

باشد می SVMبه خوبی  CVMها، دقت ادهباشد. نتایج تجربی نشان داده است که در مقادیر زیاد دمی mفضایی مستقل از 

 گو باشد.ها را پاسختواند با سرعت بالاتر حجم زیادی از دادهو در عین حال می

از راه حل  تقریبی های عددی، فقطاین است که مانند بسیاری از روش SVMهای تجربی سازینکته کلیدی در پیاده

های تقریبی در بسیاری از مسائل محاسباتی مشکل، در ود. این روششهای تکراری حاصل میبهینه با استفاده از روش

 minimum enclosingگیرند. در این الگوریتم از مفهوم کامپیوتر کاربرد داشته و به طور وسیعی مورد استفاده قرار می

ball (MEB) ی شود. مسئلهبرای تخمین استفاده میMEB مجموعه را تواند نقاط یک کوچکترین شعاعی را که می

 Core Setsتواند با استفاده از می MEBنشان دادند که تقریبی از Clarkson و BȈadoiuکند. پوشش دهد، محاسبه می

ی تواند تقریب خوبی از جواب بهینه را از حل مسئلهای از نقاط ورودی است که میزیر مجموعه Core Setبدست آید.

در   Working Setنقشی مشابه با  CVMدر  Core Setر واقع سازی روی این مجموعه حاصل نماید دبهینه

 کند.را بازی می  Decompositionالگوریتم
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 شودبه صورت زیر عمل می MEBی تقریبی از برای محاسبه

 MEB(S)که با  minimum enclosing ballباشد، می dRمتعلق به  ixکه  m,...,x2,x1S={x {ی مفروضبرای مجموعه

 B(c,R)را شامل شود. اگر فرض شود که  Sشود، عبارتست از کوچکترین حجمی که بتواند تمام نقاط نشان داده می

 MEB(S)r≤Rخواهد بود اگر  MEB(S)تخمینی از  ),0ε> ،R)+ ε)1B(cباشد، آنگاه برای  Rو شعاع  cحجمی به مرکز 

 باشد.)شکل ( S⊂B(c,(1+ ε)R)بوده و 

 

 

 MEB یمسئله -13شکل 

بدست  سازی، بای بهینهسازی و یافتن بهترین جواب تقریبی برای مسئلهبرای بهینه CVMالگوریتم ارائه شده توسط 

ام -tشود. در این الگوریتم مرکز حجم با در تکرار سازی میها پیادهCore Vectorای از بردارها با نام آوردن مجموعه

 کند:به شکل زیر عمل می 0ε>  ،CVMشود. برای نمایش داده می tRو شعاع آن با  tcبا  tSی برای مجموعه

1.Initialize S0, c0 and R0. 

2.Terminate if there is no training point z such that ϕ(z) falls outside the (1 + ε)-ball B(ct,(1 +ε)Rt). 

3.Find z such that ϕ(z) is furthest away from ct. Set St+1 = St ∪ {z}. 

4.Find the new MEB(St+1) from (5) and set ct+1 = cMEB(St+1) and Rt+1 = rMEB(St+1) using (3). 

5.Increment t by 1 and go back to Step 2. 
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ϕ(z) ی باشد. نقاطی که به مجموعهتابع نگاشت می Core Set شوند،اضافه می Core Vector  شود. جزئیات گفته می

اش، ضمن گارانتی جواب تقریبی، برخلاف سادگی CVMالگوریتم ارائه شده برای  [ آمده است.11در ]مراحل فوق 

 باشد.دارای زمان کوتاه و پیچیدگی فضایی کم نیز می

 

4-6- LSVM (Lagrangian SVM) 

، راه حل را با تکرارهای LSVM (Fung andMangasarian, 2003;Mangasarian and Musicant 2001)الگوریتم 

ی ماتریس معکوس با ابعاد غیرخطی، نیاز به محاسبه Kernelنماید، ولی این روش نیز در مواردی با سریع محاسبه می

m*m [2]باشد.می 

4-7- Reduced SVM 

Lee   و Mangasarian اقدام به ابداع روش  2221درReduced SVM  یاRSVM ی وعهنمودند. این روش از یک زیرمجم

باشد. می استاندارد SVMهای یکی از جایگزین RSVM [2]نماید.استفاده می Kernelمستطیل تصادفی از ماتریس 

غیرخطی  Kernelبا  SVMها با های بزرگ دادهاستاندارد در مدیریت مجموعه SVMی پیدایش این روش مشکلات انگیزه

تری سازی کوچکی بهینهئلهارهای پشتیبان انتخاب نموده و مسها را بعنوان بردای از دادهباشد. این روش زیر مجموعهمی

سازی پیاده 4باشد و همچنین میخطی  SVMنیز به شکلی فرمول  RSVMنشان داده شده است که  [1]کند. در را حل می

استاندارد کمتر  SVMاندکی از  RSVMدهد که دقت نتایج تجربی نشان می مورد بحث قرار گرفته است. RSVMاز 

دو  [1]تواند مفید باشد. در می RSVMها هزار داده و یا با تعداد زیاد بردار پشتیبان، 12است ولی در مسائلی با حجم 

 مقایسه صورت گرفته است:

 خطی SVMهای مختلف برای سازیپیاده -1  

  2- SVM ی دوم و خطی.ی درجها استفاده از تابع هزینهاستاندارد ب 

حلی برای کاهش پیچیدگی محاسباتی و کاهش بعنوان راه RSVMها،ای بزرگ از دادهدر مواجه شدن با مجموعه

 مورد مطالعه قرار گرفته است. و آماری برداری از دیدگاه نمونه RSVM [3]های مدل، ارائه شده است. در پیچیدگی

ی و نه روشی برای حل معادله SVMای از به عنوان توسعه Relevance Vector Machineدر پایان این بخش به  

QP گردد.اشاره میی کاری، ی انتخاب مجموعهو سپس به مسئله 

4-8- Relevance Vector Machine 

جهت بدست آوردن کارائی بهتر در کاربردهای عملی طراحی شده است. ولی این روش مشکلاتی  SVMاساساً روش 

به ازای  SVMترین مشکل آن اشاره شده است. در بودن این روش بعنوان بزرگ Non-Bayesianاز  [6]نیز دارد. در 
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یک کلاس وجود دارد.  ورودی جدید خروجی مشخصی وجود دارد. مزایای زیادی در دانستن احتمال وقوع اعضای

ارائه شده، به صورت احتمالاتی  (Microsoftاز ) Tippingکه توسط RVM (Relevance Vector Machine)روش 

 [6]نماید.را حفظ می SVMدهد و همچنان کارائی بالا و خلوت بودن بینی را انجام میپیش

RVM  روشی است در یادگیری ماشین که با استفاده از استنباطBayesian ای را برای رگرسیون و های کم هزینهحلراه

بندی دارد ولی طبقه SVMفرم تابعی مشابه با  RVMدهد. ، ارائه می(Probabilistic Classification)بندی احتمالاتی طبقه

 [11]کند.احتمالاتی را ارائه می

 12ی کاریانتخاب مجموعه -4-9

پرداخته شده ، 13های مبتنی بر تجزیهی مهم در روشبه عنوان یک مسئلهی کاری ی انتخاب مجموعهبه مسئله ]10[در 

در بسیاری  ارائه شده است. SMO ی مبتی برکاری در روش تجزیهی در این مقاله روشی برای انتخاب مجموعه. است

 شود:به شکل زیر بیان می SVMسازی مطرح شده در آموزش ی بهینهاز مسائل برای سادگی نمایش، مسئله

min𝑓(𝛼) =
1

2
𝛼𝑇𝑄𝛼 − 𝑒𝑇𝛼 

(69) 

𝑠𝑢𝑏𝑗𝑒𝑐𝑡 𝑡𝑜: 0 ≤ 𝛼𝑖 ≤ 𝐶, 𝑖 = 1,… , 𝑙, 𝑦𝑇𝛼 = 0 

(75) 

 j,xiK(x(و  xjyi=yijQ)j,xiK(متقارن که در آن  l*lیک ماتریس   Qبالای متغیرها،کران Cها، 1ای از آرائه eکه در آن 

باشد، به باشد( بوده و بسیار بزرگ میعموماً بسیار پر )خلوت نمی Qماتریس  ی مورد استفاده.عبارتست از تابع هسته

های ذکر شده در این بخش اساساً در های تجزیه، مانند روشروش باشد.طوری که در حافطه قرار گرفتن آن مشکل می

جا و در ورت یکبه ص αسازی که در آنها تمام بردارهای بهینهبرخلاف سایر روش باشند.مدیریت این پیچیدگی می پی

 د.نماینروز رسانی میرا در هر تکرار به αای از زیر مجموعههای مبتنی بر تجزیه فقط روششود، روز میهر تکرار، به

در هر  Bروزرسانی به این ترتیب به شود.نمایش داده می Bو با  باشدمعروف می ی کاریمجموعهاین زیر مجموعه به 

نیمایز شود. همانطور که پیشتر اشاره شد، اوج این روش ی کوچک در هر تکرار میزیرمسئلهیک شود که تکرار سبب می

ی دو متغیره به . بنابراین در هر مرحله این مسئلهباشدعنصر می 2، تنها دارای Bباشد که در هر مرحله می SMOدر 

 دهد:را نمایش می SMOروش تجزیه در الگوریتم زیر  شود.سادگی حل می

                                                 
12 Working Set 

13 Decomposition Methods 
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1- 1α  .1را به عنوان راه حل ممکن اولیه پیدا کنK= 

ی دوعنصری کاری باشد متوقف شو، در غیر اینصورت مجموعه( می41راه حلی بهینه برای ) kαاگر  -2

,...,l}1{⊂B={i,j} .را انتخاب کن ,...,l)/B1{≡N  وB 
k  α   وN 

k α  را به عنوان زیربرداری ازk α  مناظر با ،B  وN 

 تعریف کن.

 حل کن: Bαی زیر را با متغیر زیر مسئله -3

min
αB

1

2
[𝛼𝐵

𝑇 (𝛼𝑁
𝑘)

𝑇
] [

𝑄𝐵𝐵 𝑄𝐵𝑁

𝑄𝑁𝐵 𝑄𝑁𝑁
] [

𝛼𝐵

𝛼𝑁
𝑘 ] − [𝑒𝐵

𝑇 𝑒𝑁
𝑇] [

𝛼𝐵

𝛼𝑁
𝑘 ] 

=
1

2
𝛼𝐵

𝑇𝑄𝐵𝐵𝛼𝐵 + (−𝑒𝐵 + 𝑄𝐵𝑁𝛼𝑁
𝑘)

𝑇
𝛼𝐵 + 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡𝑎𝑛𝑡 

=
1

2
[𝛼𝑖 𝛼𝑗] [

𝑄𝑖𝑖 𝑄𝑖𝑗

𝑄𝑖𝑗 𝑄𝑗𝑗
] [

𝛼𝑖

𝛼𝑗
] + (−𝑒𝐵 + 𝑄𝐵𝑁𝛼𝑁

𝑘)
𝑇
+ 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡𝑎𝑛𝑡 

(11) 

𝑠𝑢𝑏𝑗𝑒𝑐𝑡 𝑡𝑜:  0 ≤ 𝛼𝑖 , 𝛼𝑗 ≤ 𝐶, 𝑦𝑖𝛼𝑖 + 𝑦𝑗𝛼𝑗 = −𝒚𝑵
𝑻𝜶𝑵

𝑻  

(12) 

4- B 
 1k+α ( قرار بده، 11را به عنوان راه حل بهینه برای )N 

k α=N 
 1k+ α .1k=k+  . 2برو به. 

از آنجایی استفاده شده است.  Bاز  kBنمایدو در اینجا برای سادگی بجای در هر تکرار تغییرمی Bباید توجه داشت که 

 ود.شهمگرا میگ، روش تجزیه به کندی شوند، لذا در مسائل بزرروز میکه در هر تکرار تنها تعداد کمی از عناصر به

 توانند از طریق کاهش تعداد مراحل تکرار، سریعتر عمل نمایند.تر میای مناسبهحلراه

د ی اول )ماننکنند که وابسته به دانستن اطلاعات مرتبهنقض شرایط بهینه عمل میهای موجود عموماً بر اساس روش

م، عموماً ی دوسازی نشان داده است که استفاده از اطلاعات مرتبهمطالعات بر روی بهینه باشند.گرادیان(، از تابع هدف می

اشد، لذا اطلاعات بدوم می یدرجه ی( یک مسئله69) یآنجایی که معادلهاز  شوند.سبب سرعت بیشتر در همگرایی می

کاهش  ی کاری براساسمجموعههای بسیاری برای یافتن تلاش شود.مربوط میتابع هدف ی دوم مستقیماً به کاهش مرتبه

ای ش سادهرو [10]در  باشد.تضمینی بر همگرایی آنها نمیها اکتشافی بوده و اما این روش تابع هدف انجام شده است.

 گردد.ی میترکه سبب زمان تعلیم کوتاهی دوم ارائه شده است اطلاعات مرتبهی کاری با استفاده از برای انتخاب مجموعه

اند و نشان داده شده است که روش معرفی شده و مقایسه شده [10]های مختلفی برای انتخاب این مجموعه در روش

 باشد.کارائی بیشتری نسبت به تمام آنها برخوردار میمعرفی شده، از 
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 SVMکاربردهای  -0

 ]8[. با توجه به هدف کاربردها در SVMبا استفاده از  14مروری خواهیم داشته به کاربردهای تشخیص الگودر این بخش 

تعدادی از کاربردها که  نماییم.بندی شده است که در اینجا به آنها اشاره میدسته SVMبرای هفت دسته کاربرد مختلف 

  اند.نشده است در گروه سایر کاربردها، ذکر شده خاصی گنجاندهبندی در دسته

  10تشخیص و شناسایی چهره -0-1

 باشد.و نظارت ویدئویی می های در بایومتریک، تایید هویت، کنترل دسترسیترین زمینهاین دسته یکی از محبوب

به  ند.نمایهای مختلفی استفاده میکه برای این کاربردها از روش در این دسته وجود دارندهای تحقیقاتی فعالی زمینه

های های افرادی که ویژگیشناسایی چهره هرحال رسیدن به کارائی مطلوب در این زمینه بسیار مشکل خواهد بود.

های آرایشی خاص نظیر چهرهحالات مختلف برای یک همچین  ظاهری نزدیک به هم دارند بسیار مشکل خواهد بود.

یص را مشکل تواند تشخهمچنین استفاده از عینک و یا ریش و سیبیل می نماید.تشخیص را بسیار مشکل می متفاوت و ...

در کاربردهای تشخیص چهره، شناسایی و  SVMهای اخیر تحقیقات زیادی برای استفاده از در سال و پیچیده نماید.

ها دادههای، پایگاههای فوق از ورودیهر کدام از روش است. بازشناسی چهره و تشخیص حالات چهره صورت گرفته

برای تشخیص چهره  SVMاز  Osunaاولین بار  اند.استفاده کرده SVMی کنندهبندیهای مختلفی برای طبقهو هسته

 ی دوم استفاده نمود.ای درجهی چند جملهو تابع هسته 19*19ی این کاربرد وی از یک تصویر چهره . دراستفاده نمود

و چندکلاسه  SVMاز  Guoشود. ی شناسایی چهره و تایید چهره تقسیم میشناسایی ماشین در مورد چهره به دو دسته

استخراج شده بودند،  PCAهای نرمال شده که توسط روش ویژگی یک درخت باینری برای شناسایی چهره استفاده نمود.

 بکار گرفته شدند. SVMبه عنوان ورودی 

 تشخیص و شناسایی اشیاء -0-2

هدف از تشخیص یا شناسایی اشیا یافتن و تعقیب افراد در حال حرکت و یا بررسی ترافیک برای کاربردهای کنترل 

باشد که ی معروف میدادهیک پایگاه COIL. باشدها میاز این زمینهبعدی نیز یکی -3شناسایی اشیا  باشد.ترافیک می

. این پایگاه داده در بسیاری از کاربردهای تحقیقاتی باشدزاویه دید مختلف می 12شیء و از  122تصویر از  1222شامل 

انجام داد و توانایی  SVMبعدی را توسط  3تشخیص اشیاء  Roobaert در این زمینه مورد استفاده قرار گرفته است.

                                                 
14 Pattern Recognition 

11 Face Detection and Recognition 
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SVM های مختلف، بررسی کرد.را در این شناسایی از زاویهM.Pontil  وA.Verri ی با آمیختن تصاویر پایگاه دادهCOIL 

 با نویز و شیف دادن تصاویر، کارائی بالایی را نتیجه گرفتند.

  نوشته و ارقامتشخیص دست -0-3

از تمامی  SVMنویس توسط تشخیص ارقام دستانجام شده است،  SVMی در میان کاربردهای مختلفی که بر پایه  

د الگوهای نوشته، وجوی تشخیص دستمشکل عمده در مسئله های یادگیری دیگر، کارائی بالاتری داشته است.الگوریتم

نویسی پویا شکل ی مشاهدات محلی و برنامهکه برپایه Elasticهای مدل باشد.مختلف و متنوع نوشتاری بسیار زیاد می

های برای ترکیب این توانایی محلی با ویژگی Choisy ، برای تحلیل این تنوع کارا و مناسب هستند.HMMاند مانند گرفته

برای مشاهدات سراسری بر روی خروجی  SVMبرای مشاهدات محلی و نرمالسازی و از  NSPH-HMMسراسری، از 

ارهای مختلفی در این زمینه انجام شده است که در مجموع برتری ک ، استفاده نمود.NSPH-HMMنرمال شده توسط 

   دهد.ها نشان مینوشتهها در شناسایی دستاین روش را به سایر روش

 تشخیص صحبت و گوینده -0-4

 generativeها و discriminative classifierدو روش بسیار محبوب ی تشخیص صحبت و یا شناسایی گوینده، در مسئله 

model clasifierهایی که از روش باشند.ها میdiscriminative classifierهای ، شامل درختکنندها استفاده می

 Hiddenشامل مدل  generative model clasifierمعروفترین روش  باشند.می SVMهای عصبی و گیری،شبکهتصمیم

Markov(HMM)  و مدل ترکیبیGaussian (GMM) باشد.می Bengio  وWan  ازSVM  برای شناسایی گوینده با

 SVM های وابسته به متن و غیر وابسته به متن کار کرده و روشآنها بر روی داده های مختلف، استفاده نمودند.دادهپایگاه

های گوناگونی استفاده ی، جایگزین نمودند.گیری در رد یا پذیرش تایید گویندهتصمیمگذاری کلاسیک برای آستانهرا با 

 در این زمینه نیز صورت گرفته است. SVMاز 

 

  16بازیابی تصاویر و اطلاعات -0-0

 Content-based image retrival هایدادههای دیجیتال و پایگاهی کتابخانهی تحقیقات مهمی در زمینهی زمنیهنتیجه 

که  ، را برای بازیابی بافت تصاویر ابداع نمود11معیاری جدیدی را تحت عنوان فاصله از مرز Guo باشد.ای میچندرسانه

بندی برای بازیابی تصاویر مرتبط بیشتر با تصویر ورودی، طبقه بدست آمده است. SVMتوسط ها در آن مرز بین دسته

 Zhang و Drucker,Tianده شده است.ی مرتبط و غیرمرتبط، استفابرای جدا کردن تصاویر به دودسته SVMی کننده

                                                 
16 Information and Image Retrival 

11 Distance-from-boundray 
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 از ابر صفحه تعیین هابا فاصلهبرای بازیابی تصاویر ابداع نمودند که در آن وزن SVMروش اتوماتیکی را با استفاده از 

 شوند.های مثبت و منفی تقسیم میی دادهها به دو دستهشوند و دادهمی

 

  بینیپیش -0-6

. ]7[باشدمی 11ی بعدی در یک سری زمانیبینی نقطهگویی غیرخطی، پیشپیش هایهدف اصلی در بسیاری از روش 

Tay و Cao  روشC-ascending SVM   را با کاهشC  .کهاستوار است که بهتر است  فرضاین ایده بر این ارائه دادند 

کارائی  C-ascending SVMنتایج آنها نشان داد که روش  های دورتر.ای اخیر بدهیم تا به دادههوزن بیشتری را به داده

را بر  SVMروش  Fanد. دههای زمانی اقتصادی، ارائه میگویی سریاستاندارد در پیش SVMبالاتری را نسبت به 

 هایتغیربرای این مسئله انتخاب م ، منطبق نمود.با توجه به وضعیت اقصادی آنها هابینی مشکلات شرکتی پیشمسئله

های ی ارائه شده، پیشنهاد داده که از دادهدر مقاله باشد.روی کارائی سیستم تاثیرگذار می، های اقتصادی() شاخص ورودی

ار قرار را کمترین مقد مشابههای ی بین دادهو فاصلههای بیشترین مقدار ی بین دستهمناسب استفاده شود که فاصله

  دهند.می

 سایر کاربردها -0-7

برای  SVMاز  Yangبعنوان مثال  ی تشخیص الگو وجود دارد.در زمینه SVMکاربردهای بسیار زیاد دیگری برای  

( و با کیفیت پایین استفاده نمود. او برای این 21*12بندی بصری بر اساس جنسیت، با استفاده از تصاویر کوچک )دسته

پس تعلیم نشان داده شد که کارائی این روش تصویر استفاده نمود. 1111استفاده نمود و از  FERETی کار از پایگاه داده

 خطا( 3.4%باشد.)و ... بسیار بالاتر می FLD,RBFهای قبلی مانند در مقابل روش

Gutta  ازSVM ی بندی حالات چهره بروی پایگاه دادهبرای دستهFERET  دقت رسید. %122استفاده نمود و به Yao 

  بندی استفاده نمود و کارائی خوبی را نتیجه گرفت.برای این دسته SVMپنج دسته اثر انگشت را فرض نمود و از 

، شناسایی هدف و... وجود دارد 19ها، بسیاری از کاربردهای دیگر مانند خلاصه کردن دادهدههای ذکر شعلاوه بر کاربرد

 آید.میی آنها بربه خوبی از عهده SVMکه 

شود و دقت تفکیک کننده که ای بزرگ انتخاب میدادهای کوچک از پایگاهها، زیرمجموعهسازی دادهدر کاربرد خلاصه

 شود.ها، مقایسه میی آموزش روی تمام دادهکند، با نتیجههای کاهش یافته عمل میبر روی این داده

                                                 
11 Time Series 

19 Data Consentation 
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 SVMسازی ابزارهای پیاده -6

ها و های مختلفی ایجاد شده است که هر کدام ویژگیابزارها و زیرساخت SVMی هکنندبندیبرای استفاده از طبقه

 ها خواهد شد.دهند. در این بخش به تعدادی از معروفترین این ابزارها پرداختهامکانات خاصی را ارائه می

6-1-MATLAB 

علاوه بر اینکه  MATLABدر  باشد.می MATLABیکی از ابزارهای مهم در این زمینه دستورات تعبیه شده در نرم افزار 

طراحی  SVMهای بردار پشتیبان، ارائه شده است دستوراتی نیز برای کار با راهنمای خوبی برای آشنایی با مفهوم ماشین

 شده است.

 ههای تعلیمی آموزش دادنیز ابتدا ماشین بردار پشتیبان توسط داده MATLABای در مانند هر مدل یادگیری نظارت شده

سیدن به دقت ربرای بعلاوه  گردد.استفاده میهای جدید داده بینی(بندی)پیششده، سپس از ماشین تعلیم دیده برای دسته

 باشند.ی مختلف استفاده نمود که پارامترهای این توابع هسته، قابل تنظیم میتوان از توابع هستهبینی مناسب، میپیش

شود. الگوی این دستور به انجام می svmtrainبا استفاده از دستور  MATLABدر  SVMی بندی کنندهآموزش دسته

 باشد:شکل کلی به این ترتیب می

SVMstruct=svmtrain(data,groups,'Kernel_Function','rbf'); 

 که در آن:

data  :باشد.ماتریسی از نقاط داده است. هر سطر یک مشاهده و هر ستون یک ویژگی می 

groups  : هر سطر متناظر با مقداری متناظر در سطری در بردارهای ستونی کهdata باشد.می groups تواند تنها دو می

 ها را شامل شود.نوع از ورودی

Kernel_Function  :فرض آن مقدار پیش'linear' مقدار  نماید.ها را توسط ابرصفحه جدا میداده'rbf'  از تابعGaussian 

radial base .استفاده می نماید 

باشد. یعنی در این می SVMگیرد که شامل مقادیر بهینه برای الگوریتم قرار می SVMstructی این تابع در ساختار نتیجه

 بینی مقادیر جدید استفاده نمود.توان از آن در پیشتعلیم دیده است و می SVMمرحله ماشین 

که در دستور  SVMstructشود. از این تابع از ساختار استفادده می svmclassifyهای جدید از تابع بندی دادهبرای دسته

 :مایدنقبلی تکمیل شده است استفاده می

newClasses=svmclassify(SVMstruct,newData) 

 باشد.می newData ی جدیدبندی برای دادهشامل نمایش دسته newClassesبردار خروجی در 
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 مثال: 

ی دیگر با توزیع نرمال به نقطه 122شوند، سپس تعداد ای تولید مینقطه با توزیع نرمال به طور دایره 122اینجا تعداد در 

 (14)شکلگردد. های قبلی تولید میطور محاط بر داده

 

 های آزمایشی تولید شدهداده -14 شکل

 ها آمده است.کد مربوط به تولید این داده 1در پیوست 

بردارهای پشتیبان ها بندی دادهضمن دسته MATLABبا استفاده از دستورات خواهیم فوق، میهای با فرض داشتن داده

( نیز مشخص باشد، iy( خروجی متناظر با آنها نیز )ixها)را نیز مشخص نماییم. برای این کار نیاز است که علاوه بر داده

 آنها یادگیری خود را تکمیل نماید.های ورودی و خروجی متناظر با تا ماشین بتواند با خواندن داده

دستورات قرار گرفته باشند، آنگاه با  data2و دیسک خارجی در  data1ها دیسک داخلی در متغیر اگر فرض کنیم که داده

و  -1ی که در دو دسته گرددها شده و خروجی متناظر آنها نیز تولید میشامل هر دو مجموعه از داده data3زیر متغیر 

 گرفته اند:+ قرار 1

data3 = [data1;data2];  
theclass = ones(200,1);  
theclass(1:100) = -1; 

 

 باشد:ی بعد نیاز به آموزش ماشین میدر مرحله

cl = svmtrain(data3,theclass,'Kernel_Function','rbf',... 
    'boxconstraint',Inf,'showplot',true); 
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 بندی و بردارهای پشتیبان نیز نمایش داده شوندشود، دستهآنکه یادگیری انجام میشود ضمن که این دستور سبب می

 :( 11)شکل 

 

 svmبندی شده با های دستهداداه -11شکل 

 اند.های کوچکی بر روی منحنی جداکننده مشخص شده، بردارهای پشتیبان با دایره11در شکل 

 svmclassifyاز تابع  MATLABرسد. در این قسمت بندی میبردار ماشین برای کاربرد دستهسپس نوبت به تست 

ز اگر چند نقطه داخل دیسک مرکنماید. بعنوان مثال ی تست گروه متناظر با آنرا مشخص میبا ورود دادهاستفاده کرده و 

 داشت:های زیر را خواهیم ، خروجیهای ورودی نباشند(و چندنقطه داخل دیسک محاطی انتخاب نماییم)که جز داده

 نقاط داخل دیسک مرکزی:

s1=[-0.9,0.4];  

svmclassify(cl,s1) 

    -1 

s2=[0.3,0.9]; 

svmclassify(cl,s2) 

    -1 

s3=[0.8,-0.2]; 

svmclassify(cl,s3) 

    -1 

 نقاط داخل دیسک محاطی:

sn1=[1.8,-1.2]; 

svmclassify(cl,sn1) 
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    1 

sn2=[-2.2,-2.2]; 

svmclassify(cl,sn2) 

    1 

sn3=[-1.7,2.2]; 

svmclassify(cl,sn3) 

    1 

 + اشاره به گروه بندی تعریف شده در قسمت آموزش دارند.1و  -1لازم به ذکر است 

 

6-2- LIBSVM  

ای ای از توابع کتابخانهبه صورت مجموعهباشد که می LIBSVMارائه شده است SVMبرای کار با  ی دیگری کهبسته

ارائه شده است. این مجموعه دارای امکانات فراوانی برای استفاده از  Chih-Chung Chang and Chih-Jen Linتوسط 

SVM اند:باشد که برخی از آنها در زیر آمدهمی 

 باشد.بندی،رگرسیون و تخمین توزیع شده قابل استفاده میبرای کاربردهای کلاسه - 

 نماید.بندی چند کلاسه پشتیبانی میاز دسته - 

 حمایت از تخمین احتمالاتی  - 

 نماید، ضمن آنکه ماتریس هسته در آنها از قبل محاسبه شده است.ی گوناگون استفاده میاز توابع هسته - 

 باشد.موجود می Javaو  ++Cسورس آن به دو زبان  - 

 باشد.های مختلف قابل استفاده میها و محیطدر زبان - 

(Python, R, MATLAB, Perl, Ruby, Weka, Common LISP, CLISP, Haskell, OCaml, LabVIEW, and 

PHP interfaces. C# .NET code and CUDA) 

 نماید.استفاده می SMOبه بعد از روش  2.8ی از نسخه - 

 باشد.ی استفاده میطراحی و آماده LIBSVMمختلف توسط ارائه دهندگان همچنین چندین دیتاست 

 منتشر شده است. 2214باشد که در آوریل می 3.11ی تا زمان نگارش این مقاله، نسخهی این بسته آخرین نسخه
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6-3- svm-struct-matlab 

svm-struct-matlab است که توسط یعنوان بستهAndrea Vedaldi تر و کارآمدتر از ی سادهبرای استفادهSVM  در

MATLAB که در  سازی شده استای از توابع پیادهبه صورت مجموعهMATLAB باشدمی و استفاده قابل فراخوانی. 

 

 گیری بندی و نتیجهجمع -7

سازی نهی بهیهای حل مسئلهها، روشبندی دادههای مختلف دستههای بردار پشتیبان، حالتدر این مقاله مروری بر ماشین

در کاربردهای گوناگونی از شناسایی چهره تا  SVM داشتیم. SVMو کاربردهای مختلف  SVMی دوم حاصل از مرتبه

 شود.تشخیص گفتار و ... را شامل می

باشد از این رو یکی از ابزارهای مهم در یادگیری ها میبندی دادهروش بردارهای پشتیبان یک روش بسیار کارا در دسته

 باشد.نیز دارا میرا هایی ودیتاین روش علاوه بر تمامی نقاط قوت خود محد باشد.ماشین از نوع نظارت شده می

ثابت باشد، طبقه بندی  Kernelباشد. زمانی که می Kernelهای پشتیبان در انتخاب ترین محدودیت روش برداربزرگ

SVM ی خطا(. انتخاب بهترین باشد ) پارامتر جریمهتنها دارای یک پارامتر قابل تغییر توسط کاربر میKernel  برای یک

 [5]باشد.ی خاص از مسائل مهم و مطرح میمسئله

ابل ای غیرقرگ، مسئلههای بسیار بزباشد. آموزش پایگاه دادهدومین محدودیت در سرعت و اندازه در آموزش و تست می

 ید.اله اشاره گرده به برخی از آنها در مقک هایی برای این قبیل از مسائل ارائه گردیدهحلباشد .راهحل به روش عددی می

 [5]توان به نتایج خوبی رسید.های مجدد مییندیشوند، هرچند با مقیاسهای گسسته مشکل دیگری را سبب میداده

هایی ابداع حلباشد که در اینجا نیز راهچند کلاسه می SVMبرای  کنندهیکی دیگر از مسائل، مشکل در طراحی تفکیک

 گردیده است. 

انجام مناسب ها انتخابدر صورتی که  Neural Network مانندها بندی دادههای کلاسهایر روشروش به نسبت ساین 

باشد و در میبرخوردار  بسیار خوب و بالایی از دقت (و ... Kernel، انتخاب ی دومی درجهکنندهحلانتخاب شوند)

 نمایش گذارده است.خط کارائی بالایی را به کارهایی نظیر شناسایی الگو و شناسایی دست
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 1پیوست 

 :  MATLABدر  12کد مربوط به تولید شکل 

r = sqrt(rand(100,1)); % radius  

t = 2*pi*rand(100,1); % angle  

data1 = [r.*cos(t), r.*sin(t)]; % points 

  

r2 = sqrt(3*rand(100,1)+1); % radius  

t2 = 2*pi*rand(100,1); % angle  

data2 = [r2.*cos(t2), r2.*sin(t2)]; % points 

  

plot(data1(:,1),data1(:,2),'r.')  

hold on  

plot(data2(:,1),data2(:,2),'b.')  

ezpolar(@(x)1); 

ezpolar(@(x)2);  

axis equal  

hold off 
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 :2پیوست 

 KKTروش ضرائب لاگرانژ و شرایط 

 لاگرانژ روش ضرائب

علاوه، سازی بسیار کارا خواهد بود. بههنگامیکه با قیود به شکل معادله )تساوی( سر و کار داریم، این روش بهینه 

 .گذاردکند، اطلاعات با ارزشی از مقدار بهینه تابع هدف در اختیار میهنگامیکه مقادیر ثابت قیود تغییر می

از فضای اقلیدسی تعریف شده است )پس  X ای چونبر زیرمجموعهرا در نظر بگیرید که  F ابتدا، تابع هدف 

شود. تابع لاگرانژ در این تعریف می g(x)=b می توانند بردار باشند(؛ که این زیرمجموعه، توسط قیود به شکل X عناصر

 حالت عبارت خواهد بود از

 L(x,y)=F(x)+y.(b-g(x(( 

(13)  

 سازی بدون قید(، به دست آورد.ماکزیمم(توان، از طریق یافتن نقاط بحرانی تابع لاگرانژ شرایط لازم را می

 سازی زیر را داریم:ی بهینه: فرض کنید مسالهمثال 

=m}2+px1):px2,x1max{u(x 

(14) 

 :لاگرانژین این مسئله به شکل زیر خواهد بود

L(x1, x2, λ) ≔ u(x1, x2) + λ(m − p1x1 − p2x2) 
(11) 

 (KKT)تاکر-کان-شرایط کاروش
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شرایط ، (Kuhn-Tucker) تاکر-و یا کان (Karush-Kuhn-Tucker)تاکر، -کان-، شرایط کاروشریاضیاتدر  

-شود. کان برقرار Regularity باشد، مشروط بر آنکه برخی شرایطمی ریزی غیرخطیبرنامهدر  بهینهبرای جواب  لازم

مسئله  .شده استهم در نظر گرفته  قیود نامساویکه در آن  ضرایب لاگرانژتاکر در واقع تعمیمی است بر روش 

 :غیرخطی زیر را در نظر بگیرید سازیبهینه

Minimize f(x) 

0≤(x)l, h 0≤(x)isubject to: g 

(16) 

نامساوی را تشکیل  قیودتوابعی هستند که  m)1(.) (i=ig,...,آن را داریم؛  حداقل سازیتابعی است که قصد  (.)fتابع هدف

نامساوی و تساوی  قیودبه ترتیب تعداد   lو mدهند، تساوی را شکل می قیوداند که توابعی m)1(.) (l=lh,..., دهند ومی

  (Albert W. Tucker) آلبرت و. تاکرو نیز  (Harold W. Kuhn) هارولد و. کانتاکر، به افتخار -هستند. شرایط کان

ویلیام  .اند. پژوهشگران بعدی، شرایط لازم این مسئله را یافتندگذاری شده است که اول بار، این شرایط را منتشر کردهنام

 .ارشد خود، این شرایط را تشریح کرده استنامه کارشناسیدر پایان (William Karush) کاروش

 شرایط لازم - 

  R n:R ig→و توابع قیود مساوی به شکل   R n:R ig→باشد و توابع قیود نامساوی به شکل R nf:R→تابع هدففرض که 

λ  و m) 1(i=iu,...,کند، آنگاه ثابتی چون برآوردهرا   Regularityکه برخی شرایط باشد مینیمم موضعی،  x* باشند. اگر

,...,m)1= j(j وجود خواهد داشت بطوریکه: 

 

∇𝑓(𝑥∗) + ∑𝜇𝑖∇𝑔𝑖(𝑥
∗) +

𝑚

𝑖

∑𝜆𝑗∇ℎ𝑗(𝑥
∗)

𝑙

𝑗=1

= 0 

(11) 

𝑔𝑖(𝑥
∗) ≤ 0, 𝑓𝑜𝑟 𝑎𝑙𝑙 𝑖 = 1,… ,𝑚 

(11) 
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ℎ𝑗(𝑥
∗) = 0, 𝑓𝑜𝑟 𝑎𝑙𝑙 𝑗 = 1,… , 𝑙 

(19) 

𝜇𝑖 ≥ 0, 𝑓𝑜𝑟 𝑎𝑙𝑙 𝑖 = 1,… ,𝑚 

(12) 

          𝜇𝑖𝑔𝑖(𝑥
∗) = 0, 𝑓𝑜𝑟 𝑎𝑙𝑙 𝑖 = 1,… ,𝑚 

(11) 

 شرایط کافی  -

باشد، و تابع هدف بر این مجموعه، پیوسته  محدبو ضمناً  فشردهای ناتهی و های ممکن، مجموعهاگر مجموعه جواب

باشد؛ در این صورت، ماکزیمم موضعی، ماکزیمم مطلق است. بعلاوه، اگر تابع هدف اکیدا مقعر باشد، در این  و مقعر

های صورت جواب یکتاست، یعنی یک ماکزیمم مطلق یکتا وجود دارد. پس یک راه اطمینان حاصل کردن از اینکه، جواب

 .الذکر استرایط فوقتاکر، ماکزیمم هستند، بررسی ش-حاصل از شرایط مرتبه اول کان

د؛ باشن توابع آفین  ih باشند و قیود تساوی محدبپذیر و تقبطور پیوسته مش  ig قیود نامساویو   fتابع هدفهرگاه 

 .شرایط لازم، کافی نیز خواهند بود

را  بهینه سرتاسریتاکر، وجود -ها شرایط کانای از توابع را مشخص کرد که در آن، دسته(Martin 1985) 1911مارتین 

باشند، قیود نامساوی و تابع هدف بطور  توابع آفینشوند. اگر قیود تساوی، خوانده می invex کند، که توابعتضمین می

 .تاکر برای بهینه سرتاسری، کافی نیز خواهد بود-باشند، شرایط کان invex پذیر وپیوسته مشتق
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