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حمد و سپاس بی پايان، خدايی را سزاست که عالم را در منتهای کمال آفريد و آدمی را بر بلندای قله ی هستی 
گماشت و او را جلوه گاه جمال، مخاطب کلام و وارث قلم گردانيد و »کتاب« را به عنوان بزرگ ترين معجزه ی 
و  کتاب داشته اند  با  ديرين  الفتی  و  انس  ما،  کهن  فرهنگ  و  آيين  قرار داد.  انسان  اختيار  در  خويش  جاودان 
همواره انسان های وارسته، سعادت و آرامش را در کتاب جست وجو کرده اند؛ چنان که به تعبير امير مومنان علی 

عليه السلام: »کسی که با کتاب آرامش يابد، هرگز آسايش از او سلب نمی شود«. 
کتاب حافظه ی بشريت است و در ساحت انديشه، هيچ وسيله ای همچون کتاب، واجد ژرفا و کارايی لازم   
نيست؛ ازاين رو ترويج و نشر کتاب، نهادينه سازی فرهنگ کتاب خوانی، ارضای حس کنجکاوی و پرسشگری 
دانشجويان و تربيت علمی و فرهنگی نسلی شايسته و درخور، رسالتی مسلم بر دوش ارباب فرهنگ و دانش 
است. اين رسالت، ما را نيز بر آن داشت که به عنوان عضو کوچکی از جامعه ی علمی و فرهنگی ايران، پای به 

ميدان نهاده و در تحقق اين هدف ارزنده و انسانی، نقشی هرچند اندک ايفا کنيم.
باعث تاسف است که در شرايط کنونی، معضلات اجتماعی و مشکلات روزمره ی زندگی، اشتياق مطالعه   
را کاسته و با توسعه ی سريع دنيای مجازی و شبکه های اجتماعی، مطالب کوتاه، سطحی و کم محتوا جايگزين 
کتاب های عميق، مفيد و انديشه ساز گرديده و در اين ميان، مشکلات نشر، همچون هزينه های رو به افزايش 
کاغذ و چاپ و به  تبع آن، عدم اقبال عمومی به کتاب، مزيد بر علت شده است. اگرچه  اين تصور که  با پديد آمدن 
وسايل نوظهور ارتباط جمعی، کتاب به انزوا خواهد رفت، تصوری خلاف واقع است، اما از اين نکته نيز نبايد 
غافل بود که امتياز ابزارهای جديد دنيای مجازی، سهولت کاربری آنهاست؛ ولی به هر حال، اين ابزارها هرگز 

از جهت عمق، تحليل و سازندگی فکر و ذهن، جای کتاب را نخواهند گرفت.
انتشارات دانشگاهی کيان با بيش از يک دهه سابقه فعاليت در توليد و نشر کتاب های دانشگاهی و نيز   
به  و حمايت های مخاطبان خود،  پروردگار  لطف  در سايه  را  مهندسی می کوشد رسالت های خود  و  فنی 
بهترين نحو ممکن به انجام رساند. در اين راستا، تلاش بر آن است تا آنچه در اين نشر به چاپ می رسد، 
حايز معيارهای استاندارد کيفی کتاب باشد و بر همين اساس است که کتاب ها در مسير توليد، با حوصله و 
دقت تحت نظارت همه جانبه محتوايی- معنايی شامل چندين مرحله ويراست علمی و نيز ادبی قرار می گيرند 
تا در نهايت متنی روان و ساده براساس اصول آموزشی تهيه و تدوين شود. همچنين برای همه آثار به 
لحاظ بصری و زيبايی شناختی از منظر صفحه آرايی و طراحی جلد، سطح کيفی مناسبی در نظر گرفته شده 

است. 
انتشارات دانشگاهی کيان بر اين بوده است تا همگام با خواست مخاطبان خود حرکت و  همه تلاش   
کتاب ها را با بالاترين کيفيت منتشر کند، اما به حتم، اين اثر خالی از اشکال نيست و از تمامی مخاطبان 
فهيم آن و ساير آثار نشر خواهشمند است نقدها و نظرهای ارزشمند و سازنده خود را جهت بهبود در 

کتاب های آتی مطرح فرمايند. 
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 در مهندسی داشتن درک ریاضی از تحولات و یافتن نحوه ی رفتار متغیرهای حاکم بسیار ضروری 
است. فرایندهای تولیدی، کنترل فرایند و کیفیت فراورده‌ها ، طراحی و بهینه سازی، توسعه و احداث 
فرایندهای جدید، کاهش مصرف انرژی و هزینه ها و کاهش آلودگی های زیســت محیطی از مواردی 

است که مورد توجه مهندسان قرار دارد. 
از موارد مهم جهت نیل به این توانایی ها امکان مدل ســازی فرایندها و تحولاتی اســت که یک 
مهندس با آن مواجه اســت. مدل سازی، پایه ای برای طراحی، شبیه سازی و بهینه سازی فرایندهای 
مختلف اســت. مدل ســازی ها می‌توانند مبنای تجربی یا تئوری )ریاضی( داشــته باشند. چنان چه 
مکانیســم یک تحول و رفتار متغیرهای فرایند به کمک قوانین فیزیکی مشخص باشد، از مدل سازی 
ریاضی اســتفاده شــده که با کمک قوانین عمومی فیزیک و قانون‌های ویــژه، معادله های ریاضی 
مناســب تولید می شوند که با حل آن ها پاسخ های مناسب جهت بیان رفتار متغیرهای فرایند نسبت 
به یکدیگر و نســبت به متغیرهای ورودی، مشخص می شود. در برخی از مدل ها، رفتار متغیرها از 
الگوی قابل پیش بینی تبعیت نمی کند و یا مکانیسم تحول انجام شده مشخص نیست. در این صورت 
مدل سازی های آماری و مدل ســازی های مبنی بر روش‌های تصادفی و احتمالات مطرح می‌شوند 
که کاملًا به اطلاعات تجربی وابسته بوده و با توجه به رفتار تجربی توابع فرایند، مدل سازی انجام 

می شود. 
براي رســيدن به نتایج پایدار، يافتن تكنكي هاي مناسب با كم ترين خطا و همگرایی بالا جهت 
حل معادله های حاصل از فرمول بندی تحولات به صورت هم زمان بسيار ضروري است. روش هاي 
تحليلي كه در حل معادله های دیفرانسیل پيشرفت  زيادي داشته است، امروزه براي حل معادله ها و 
سيستم هاي پيچيده كاربرد نداشته و نياز به روش‌ها و تكنكي هاي عددي كاملًا محسوس است. در 
کتاب حاضر كاربرد روش هاي محاســباتی در مدل‌ســازی به ویژه در مواجهه با مسایل غیرخطی 
مــورد توجه قرار می گیــرد. اگرچه امروزه در زمينــه ی آناليز و روش هاي عددي در مهندســي، 
آثار متعددي به چاپ رســيده اســت، كتاب هاي معدودی به مسایل غیر‌خطی و جنبه هاي كاربردي 
روش هاي عددي در فرایندها اختصاص يافته اســت. در این کتاب ســعی شده بر روی آن دسته از 
روش های عددی تکیه شــود که در عمل و شــرایط واقعی کاربرد بیشتری دارند و با توجه به نوع 

سخن مولف
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معادله های حاصل از فرمول‌بندی، ‌اغلب از نوع معادله های دیفرانسیل غیرخطی )معمولی و پاره ای( 
و نیز دستگاه معادله های جبری غیرخطی می باشند. 

از طرفي آماده ســازي روش هاي عددي و كدنويسي كامپيوتری در روش‌های عددی بسيار 
،BASIC ر،FORTRAN ر،MATLAB مهم اســت. امروزه نرم افزارهاي برنامه نويســي متعددي ماننــد 

C،ر PASCAL و ... آن‌چنــان مورد توجه قرار گرفته‌اند که حداقل احاطه بر یک زبان برنامه‌نویســی 
برای یک مهندس الزامی است.

در ســال هاي اخير، برنامه نويسي در محيط MATLAB در رشــته هاي فني و مهندسي جاي 
خود را باز نموده اســت. علاوه بــر آن MATLAB برخلاف نرم افزارهاي ديگر، امكان اســتفاده از 
برنامه هاي آماده را در اختیار قرار می دهد و ديگر لازم نيســت تمام مراحل كدنويســي كامپيوتري 
در آن انجام شود. اگرچه اين قابليت MATLAB باعث كاهش سرعت محاسبه  و طولاني شدن اجراي 
برنامه هــاي پيچيده می شــود، اما باز هم دارای كاربرد و قابليت‌هايي اســت كه در اين كتاب از آن 
به عنوان محيط برنامه نويســي و اجرای تمرين ها استفاده شده و در صفحه اینترنتی کتاب، کدهای 

برنامه و نتايج حاصل ارایه شده است1.
در این جــا لازم اســت از آقای مهنــدس محمد تقــی‌اف فارغ التحصیل مقطع کارشناســی و 
کارشناســی ارشد دانشکده ی فنی دانشــگاه تهران که در بخش برنامه نویســی مسایل با اینجانب 

همکاری مستمر داشته اند، قدردانی نمایم. 
همچنین از اســاتید محترمی که با داوری موثر خود و ارایه ی پیشنهادهای سازنده در جهت 

ارتقای کیفی کتاب نقش موثری داشته اند، تشکر می کنم.  
کتاب حاضر یکی از مراجع مهم درسی دانشجویان مهندسی در مقطع کارشناسی و تحصیلات 
تکمیلی برای دروس کاربرد ریاضیات در مهندســی، ریاضیات مهندسی پیشرفته، محاسبات عددی 
پیشــرفته، پدیده های انتقال و مدل‌ســازی و طراحی واکنش گاه های شیمیایی می باشد. همچنین این 
کتاب در رشــته‌های مختلف مهندسی از جمله مواد، مکانیک، عمران و صنایع نیز می تواند به عنوان 

یکی از مراجع درسی و تحقیقی، مورد استفاده قرار گیرد. 
شهره فاطمی 		

    

1. www.kianpub.com/book/2124
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تقدیم

تقدیم به 

مادرم ، فرزندم، 	

کارانم  اساتید و هم 		

که ایران را سربلند می‌خواهند ... 			 
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مقدمه
سخن نخست

هاي معادلهل ، حهاي فیزیکیبندي قانوناصلی فرمولي مرحلهریاضی در مهندسی از سهسازيمدل
هاي عمومی و قانونبندي با استفاده از حاصل و بررسی اعتبار مدل تشکیل شده است. بخش فرمول

شود میانجامدر مباحث مختلف تبدیل، انتقال جرم، انتقال حرارت و انتقال اندازه حرکت اختصاصی
دیفرانسیلی اي، بندي تودهبندي و نوع سیستم مورد مطالعه به سه بخش فرمولنوع فرمولبرحسبو 

هاي معادلههابنديها و شرایط حاکم بر مسئله، از این فرمولشود. برحسب فرضو انتگرالی تقسیم می
وابع هدف و رفتار ها تبعدي با حل این معادلهي مرحلهشوند. دریا دیفرانسیل حاصل میجبري و

هاي مدل به دو روش تحلیلی و شوند. حل معادلهمیها نسبت به متغیرهاي مستقل فرایند تعیینآن
ي مرحلهباشند. دریمو ضعفداراي نقاط قوتها ک از این روشیشود که هر بندي میعددي تقسیم

مرحله اطلاعات تجربی، در گیرد، که در این یمدل مورد بررسی قرار ميگذارسوم اعتبار و ارزش
توان از مدل ریاضی حاصل یپایلوت مورد نیاز است. در این صورت میا١سطح آزمایشگاهی، بنچ

سازي فرایندهاي مشابه استفاده کرد.سازي و بهینهدر طراحی، افزایش مقیاس، شبیه
صحیح از رفتار سازي ریاضی در مهندسی و اهمیت آن جهت مطالعه و دركمبحث مدل
]1[مییسازي ریاضی در مهندسی شدر کتاب مدلپیش از اینفرایندها يتوسعهمتغیرها، اصلاح و

بقاي جرم، بقاي انرژي هايقانونهاي ریاضی براساس بنديمورد بررسی قرار گرفته است و فرمول

1. Bench

فصل

1
خوانیم:آنچه در این فصل می

؛ايبندي تودهفرمول
؛بندي دیفرانسیلیفرمول
هاحل عددي معادله.
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شده ها ارائه يبندهاي حاصل از فرمولهاي تحلیلی جهت حل معادلهو بقاي اندازه حرکت و روش
ریاضی اختصاص یافته يبندهاي حاصل از فرمولحل عددي معادلهيهااست. کتاب حاضر به روش

است. 
افزارهاي نرمکمکبهها ن روشیعددي و استفاده از ايهاآشنایی با روشبا این حساب،

حرکت ،يانرژجرم و، تغییراتاجزاي آندهد که رفتار فازها و ینویسی به محقق امکان مبرنامه
.کندسازي مدلرا بتواندترچیدهیل پائدر مسگریکدیبر متغیرهاسیال و اثر متقابل 

شود، اي و دیفرانسیلی انجام میبندي تودهدر فصل حاضر ابتدا مرور مختصري بر فرمول
توضیح مختصري در تیدرنهاگردد و یهاي حاصل به روش عددي تأکید مسپس به حل معادله

شود.یمختلف کتاب ارائه ميهامورد فصل

1ايبندي تودهفرمول.1-1

بندي است و با فرض اختلاط کامل، تابع مورد مطالعه را بهترین نوع فرمولبندي سادهاین فرمول
بندي، قوانین گیرد. در این نوع فرمولکنواخت و مستقل از مکان (یا ابعاد فرایند) درنظر مییصورت 

بندي به معادله یا شوند. با فرض شرایط ناپایا این فرمولسازي میپیادهاساسی در حجم کنترل 
واکنشگاهشود، (مانند یک متغیر زمان منتهی میبرحسباول يرتبههاي دیفرانسیل معمولی معادله

فرایند مورد نظر در شرایط پایا باشد، چنانچهاختلاط کامل مداوم در شرایط شروع یا پایان فرایند) و 
توان گفت حاصل هاي جبري خواهد بود. بنابراین میصورت معادله یا معادلهبندي بهفرمولحاصل
اول باشد. يرتبههاي دیفرانسیل معمولی هاي جبري یا معادلهتواند معادلهاي میبندي تودهفرمول

اي وابسته بندي با توجه به تعداد متغیرههاي حاصل از فرمولتعداد معادلهچنانچهلازم به ذکر است 
ها مشکل و یا ناممکن غیرخطی باشند، حل تحلیلی این معادلهژهیوبهمسئله، بیش از یک معادله و 

پذیر خواهد بود. به این ترتیب هاي ساده کننده امکانبوده و فقط در برخی از موارد با اعمال فرض
دیفرانسیل معمولی (خطی هايمعادلههاي جبري (خطی یا غیرخطی) و حل دستگاهمعادلهحل دستگاه

یابد. هاي عددي بیش از پیش اهمیت مییا غیرخطی) توسط روش
هاي حذفی، روش معکوس ماتریس یا هاي جبري حاصل خطی باشند، روشمعادلهچنانچه

هاي عددي ها به کار گرفت. در روشتوان براي حل عددي دستگاه معادلههاي حدسی را میروش
هاي تر شده و تکنیکهاي حل عددي پیچیدهجبري حاصل غیرخطی باشند، روشهايمعادلهچنانچه

.شوندها مطرح میسازي و حل عددي معادلهمتفاوتی جهت آماده

1. Lump Formulation
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15/: مقدمهاولفصل 

1هاي دیفرانسیل معمولی، در صورتی که از نوع مسائل شرط اولیهدر مورد حل دستگاه معادله

کاتا و غیره یا-هاي اولر، رانجتیلور، روشمانند بسط سري 2ايمرحلههاي عددي تکباشند، روش
شوند.پیشنهاد می3ايهاي عددي چندمرحلهروش

4بندي دیفرانسیلیفرمول.1-2

بندي آیند که از فرمولدست میتري بههاي دیفرانسیل پیچیدهبندي دیفرانسیلی، معادلهفرمولدر
هاي بندي، تابع یا تابعدر این نوع فرمولشوند. متغیر مورد نظر در المانی از حجم کنترل حاصل می

باشند؛ اگرچه در شرایط ناپایا، مورد مطالعه به ابعاد مکانی (حداکثر در سه جهت فضایی) وابسته می
اي حاصل هاي دیفرانسیل پارهپذیر است. در این حالت، معادله یا معادلهتابعیت زمانی نیز امکان

ها هاي مختلف تحلیلی و عددي براي حل آنبوده و روش5زيشوند که معمولاً از نوع شرایط مرمی
شود. پیشنهاد می
شود که فرایند مورد بررسی در بندي هنگامی حاصل میترین حالت در این نوع فرمولساده

شرایط پایا باشد و تابع مورد مطالعه نیز فقط وابسته به یک بعد فضایی باشد، در این صورت از 
بالاتر حاصل خواهد شد. به عنوان مثال، يرتبهاول یا يرتبهدیفرانسیل معمولی بندي، معادلهفرمول
هايواکنشگاهشوند که قرار باشد مدل حاکم بر اول هنگامی حاصل میيرتبههاي دیفرانسیل معادله

هاي دیفرانسیل بندي شود، در حالی که معادله(جریان پیستونی) فرمولآلدهیاي در شرایط الوله
با پراکندگی محوري اي همراهلولههايواکنشگاهبندي در هنگام فرمولبا شرایط مرزي دوم يرتبه

هاي دیفرانسیل با شرایط مرزي با توجه به خطی یا غیرخطی بودن براي حل معادله. شودمیحاصل
ئل مهندسی شود. لازم به ذکر است که تعدادي از مسابه کار گرفته میمختلفیهاي ها، روشمعادله

ها به بندي آنباشند که فرمولیها ملایهزي و انتقال اندازه حرکت در اینهاي مرلایهيدر زمینه
شود و معمولاً از نوع مسائل شرط مرزي سوم غیرخطی منتهی میيرتبههاي دیفرانسیل معادله

.استهاي عددي حائز اهمیت ها به روشبوده و حل آن
هاي دیفرانسیلی هرگاه فرایند بیش از یک متغیر مستقل سازيمدلتر دردر شرایط پیچیده

ها، متغیر وابسته تابع شوند که در این معادلهاي مطرح میهاي دیفرانسیل پارهداشته باشد، معادله
هاي ه سه دسته معادلهاي بهاي دیفرانسیل پارهیا زمانی است. به طور کلی معادلهابعاد فضایی و

1. Initial Value Problem
2. Single-Step
3. Multi-Step
4. Differential Formulation
5. Boundary Value Problem
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